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Streszczenie

W przypadku wnioskowania na temat wybranych wielowymiarowych charakterystyk, bedacych
podstawa podejmowania decyzji, bardzo wazna jest mozliwo$¢ sprawnego uzyskiwania trafnych
oszacowan parametréw rozktadéw wielowymiarowych, w tym parametru wielowymiarowego
rozrzutu, w szczegblnosci, gdy préba bedaca ich podstawa zawiera obserwacje odstajace, be-
dace wynikiem dziatania mechanizméw zaklécajacych wiasciwy dla zjawiska rozklad. W pracy
dokonuje sie poréwnania dwéch odpornych estymatoréw wielowymiarowego rozrzutu — MCD
(Minimum Covariance Determinant) i PCS (Projection Congruent Subset), charakteryzuja-
cych si¢ afiniczng ekwiwariantnoscia oraz wysokim punktem zalamania. W ramach analizy
empirycznej podjeto prébe zastosowania odpornych estymatoréw MCD i PCS w procedurze
okre§lania struktury wag portfela o minimalnej zmienno$ci oraz portfela ERC (Equal Risk
Contribution). W badaniach symulacyjnych dotyczacych wykrywania obserwacji odstajacych
estymator PCS uzyskiwat przewage nad MCD.

Stowa kluczowe: odporne estymatory wielowymiarowego rozrzutu, estymator MCD, estyma-
tor PCS, odporna analiza portfelowa, kowariancja zrealizowana ROWCov, portfel o minimal-
nym ryzyku, portfel ERC

Abstract

Very important aspect of inference on multivariate characteristics, which are basis for decision
making, is ability to make accurate estimates on parameters of multivariate distribution (im-
portantly multivariate scatter), particularly when the sample includes outliers, produced by
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interfering mechanism. We make a comparison of two robust multivariate scatter estimators
— MCD (Minimum Covariance Determinant) and PCS (Projection Congruent Subset), which
are affine equivariant and have high breakdown points. In empirical analysis we make use of
mentioned robust scatter estimators in the procedure of weights optimization for minimum
risk and equal risk contribution (ERC) portfolios. In simulation studies regarding outlier de-
tection PCS estimator outperforms MCD.

Keywords: robust multivariate scatter estimators, MCD estimator, PCS estimator, robust
portfolio analysis, Realized Outlyingness Weighted Covariation (ROWCov), minimum risk
portfolio, Equal Risk Contribution (ERC) portfolio
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1 Wstep

Waznym zagadnieniem w wielu praktycznych zastosowaniach analizy danych jest mozliwosé traf-
nego oszacowania nieznanych parametréow rozkladéw wielowymiarowych, w sytuacji, gdy préba
bedaca podstawa oszacowania moze zawieraé¢ obserwacje odstajace (ang. outliers), czesto bedace
wynikiem dziatania mechanizmu zaklécajacego rozpatrywany ,gtéwny” rozktad danych.

Wéréd popularnych estymatorow wielowymiarowego parametru rozrzutu mozna wymieni¢ m.in.
estymatory: MCD, MVE, SDE, OGK. Ciekawa nowa propozycja jest takze estymator PCS (ang.
Projection Congruent Subset Estimator), w ktérym przyjeto oryginalne podejscie do okreslenia
podzbioru danych, dla ktérych zaktada sig, ze zostaly wygenerowane przez ,gltowny” rozktad.

W niniejszej pracy dokonuje sie krétkiego omédwienia i préby poréwnania dwéch odpornych es-
tymatoréow wielowymiarowego rozrzutu — MCD i PCS, charakteryzujacych sie wysokim punktem
zalamania oraz wlasnoscig afinicznej ekwiwariantnosci.

Odporna estymacja parametréw rozktadéw wielowymiarowych, w szczegdlnosci parametru wielo-
wymiarowego rozrzutu odgrywa bardzo istotng role m.in. w odpornej analizie portfelowej (do-
sy¢ szerokie ujecie tego problemu wraz z przykladami empirycznymi mozna znalezé w pracy
[Pfaff, 2012]). W niniejszej pracy przedstawiony zostanie przyklad odpornego podejscia do budowy
portfela o minimalnej wariancji oraz portfela ERC (ang. Fqual Risk Contribution).

Innym obszarem, w ktorym istotnym wymogiem jest wykorzystanie odpornych estymatoréw roz-
rzutu jest procedura konstrukcji wielowymiarowych kart kontrolnych, np. karty 72 Hotellinga. W
pierwszej fazie procedury budowy wielowymiarowej karty kontrolnej okreslane sa granice kontrol-
ne, odpowiadajace wartoéciom krytycznym testu statystycznego, ktéry stosuje sie sekwencyjnie w
drugiej fazie, polegajacej na monitorowaniu parametréow wielowymiarowych zmiennych procesu.



W pierwszej fazie konstrukeji granice kontrolne (bedace kwantylami odpowiednich statystyk testo-
wych) powinny byé wyznaczone w oparciu o wielowymiarowe realizacje dotyczace monitorowanych
charakterystyk, pochodzace z uregulowanego (ang. in-control) procesu iid(u, X).

Jako, ze granice kontrolne sa kwantylami statystyk testowych, bedacych funkcjami wielowymia-
rowych zmiennych tworzacych proces, niezbedne jest oszacowanie parametrow wielowymiarowego
rozkladu w oparciu o realizacje procesu pozbawione obserwacji odstajacych, przemawiajacych za
rozregulowaniem procesu. W klasycznym podejsciu przyjmuje sie za oszacowania parametréw war-
tosci klasycznych estymatoréw z proby obserwacji wykorzystywanej w ramach pierwszej fazy i z ich
wykorzystaniem wyznacza sie granice kontrolne, po czym odrzuca sie obserwacje, dla ktérych war-
tosci statystyki testowej sa poza granicami kontrolnymi i w oparciu o ograniczona prébe ponownie
szacuje si¢ wartosci parametrow — procedure powtarza si¢ do momentu, gdy powstala podproba
nie zawiera obserwacji z wartosciami statystyki testowej poza granicami kontrolnymi. Zastosowanie
odpornych estymatoréow parametréw wielowymiarowego rozktadu, umozliwia pominiecie opisanej
przed chwila procedury iteracyjnej, gdyz ze wzgledu na swoja konstrukcje, umozliwiaja ,auto-
matyczne” pominiecie obserwacji odstajacych przy wyznaczaniu ich wartosci. Procedure budowy
karty kontrolnej T2 Hotellinga z wykorzystaniem odpornego estymatora parametréw (u, ) mozna
znalez¢ m.in. w pracach [Jensen 1 in., 2007] oraz [Steiner i in., 2009)].

Struktura niniejszej pracy przedstawia sie¢ nastepujaco: w kolejnym rozdziale wprowadzone zostana
pojecia podstawowe (m.in. takie jak punkt zalamania estymatora, czy afiniczna ekwiwariantnosé
estymatora). W rozdziale 3. zdefiniowane zostana estymatory MCD i PCS, wraz z oméwieniem ich
najwazniejszych wlasnosci. W rozdziale 4. zostang skrétowo przedstawione algorytmy wyznaczania
wartosci estymatorow MCD i PCS. Rozdzial 5. obejmuje poréwnanie rozwazanych estymatoréow w
formie tabelarycznej. Prace zamyka cze$¢ empiryczna, w ramach ktorej podjeto sie préby konstruk-
cji portfeli o0 minimalnej zmiennosci oraz portfeli ERC, z wykorzystaniem odpornych estymatorow
MCD i PCS.

2 Pojecia podstawowe

Niech X = {x1,...,Xy}, bedzie zbiorem n wektorowych obserwacji x; € RP, przy czymn > p+1 >
2.

Dodatkowo niech é\n = an(X) bedzie wielowymiarowym estymatorem parametréw 8 € @, wyzna-
czonym w oparciu o n-elementowy zbiér obserwacji X, gdzie © jest przestrzenia parametrow.

0 moze obejmowaé¢ wielowymiarowy parametr polozenia, odpowiadajacy p-wymiarowemu wekto-
rowi p o wartodciach rzeczywistych oraz wielowymiarowy parametr rozrzutu odpowiadajacy syme-
trycznej, dodatnio okreslonej macierzy rzeczywistej 3:

6 = (11,3) € [0, x O = R” x PDS(p)] (1)

gdzie PDS(p) jest klasa symetrycznych, dodatnio okreslonych macierzy o wymiarach p x p
Ponadto niech Y, bedzie rodzing wszystkich zbioréw Y,,, = {y1,...,¥n} zlozonych z n wektoréw,
ktére to zbiory maja n —m elementéw (0 < m < n) wspdlnych ze zbiorem X:

Vi ={Ym : #(Ym) =n, #(XNY,,) =n—m}, gdzie 0 <m < n

Zastapieniowy punkt zalamania préby skoniczonej (ang. replacement finite-sample bre-
akdown point, FBP) estymatora §n dla zbioru X rozumie sie jako najwyzsza mozliwa frakcje
5Z(§mX) obserwacji z X, ktora mozna zastapi¢ arbitralnie przyjetymi obserwacjami odstajacy-
mi, tak aby wartos¢ estymatora é\n pozostata ograniczona oraz nie nalezata do brzegu przestrzeni

parametréw O:
~ m*
er(0,,X) =

n

(2)

n

gdzie m* = max{m > 0: én(Ym) jest ograniczony i én(Ym) ¢ 00}

przy czym 90 jest oznaczeniem brzegu zbioru ©, bedacego przestrzenia parametrow

W celu oceny czy zachodza przywolane warunki okreélajace warto$¢ punktu zalamania, w zaleznosci
od charakteru parametréw oraz przestrzeni ich dopuszczalnych wartosci, przyjmuje si¢ odpowiednie
mierniki.

Rozpatrzmy przyklad parametrycznego rozkladu p-wymiarowej zmiennej losowej, okreslonego za
pomoca wielowymiarowych parametréw polozenia i skali (rozrzutu) 8 = (u, ¥), przyjmujac dla
ich estymatoréw wyznaczonych w oparciu o zanieczyszczong probe Y, nastepujace oznaczenia:

én(Ym) = (ﬁn(Ym), §n<Ym))



Jako, ze rol¢ przestrzeni ®,, dla wielowymiarowego parametru polozenia p pelni skoficzona p-
wymiarowa przestrzen euklidesowa, stad tez aby fi,, (Y,,) byl ograniczony, wystarczy, ze ||, (Ym)|| <
00.

Natomiast w przypadku wielowymiarowego parametru rozrzutu X przestrzenia Oy jest zbior sy-
metrycznych dodatnio okreglonych macierzy (PDS), z kazda taka macierza zwigzany jest zbidr
wektoréw wlasnych z odpowiadajacymi im rzeczywistymi wartosciami wlasnymi.

Warunek PDS sprowadza sie do wymogu, aby wartosci wlasne macierzy 3,,(Y,,) byly dodatnie
(f]n(Ym) ¢ 00Oy i skonczone (f]n(Ym) — ograniczony).

Jest to zwigzane z faktem, iz dla dowolnych wektoréw v # 0 forma kwadratowa v/, (Y,,)v,
jest wieksza od 0 oraz skonczona, wtedy i tylko wtedy, gdy (bez utraty ogdélnosdci warunek w swej

konstrukeji odnosi sie do wektoréw jednostkowych ||v]| = 1) :
Hm‘&‘xzil VL, (Ym)Vv = A < 00 (3)
Hn‘l‘in1 VE (Y )v=2X,>0 (4)

W przypadku, gdyby A1 — oo mieliby$Smy do czynienia z eksplozja, wynikajaca z wystepowania w
zbiorze Y, nadmiernej (dla przyjetej konstrukeji estymatora wielowymiarowego rozrzutu) liczby,
punktéw nieskonczenie oddalonych od gtéwnego obszaru zmiennosci danych, czyli tzw. punktéw
odstajacych (ang. outliers). W sytuacji, gdyby A, = 0, mielibySmy do czynienia z implozja, czyli
z wystepowaniem w zbiorze Y,, zbyt duzej (dla przyjetej konstrukcji estymatora) liczby punk-
téw okreslanych mianem inliers, generowanych przez mechanizm zakldocajacy, bedacy rozktadem
skoncentrowanym w punkcie.

Tak wiec, dla przypadku estymatoréw wielowymiarowych parametréw polozenia i skali (p,X),
m* okreslajace wartos¢ punktu zalamania €, odpowiada najwieckszemu m dla ktérego istnieja
dodatnie, skoniczone wartosci a, b, ¢ takie, ze:

1B (Yom)|| < @ oraz b < X (B0 (Yin)) < Mi(En(Yom)) < (5)

W wiekszosci wypadkéw e nie zalezy od zbioru X oraz zdaza do asymptotycznego punktu zala-
mania (ang. asymptotic breakdown point, BP) przy n — oo.

Afiniczna ekwiwariantnosé wielowymiarowych estymatoréw potozenia i rozrzutu
Rozpatrzmy przeksztalcenie afiniczne zbioru X = {x1,...,%,}, gdzie poszczegdlune x; € RP:

AX +v={Ax;+vVv,...,Ax, + v} (6)

gdzie A jest ustalong nieosobliwg macierza o wymiarach p X p, a v ustalonym p-elementowym
wektorem kolumnowym
Estymator wielowymiarowego polozenia [1,, nazywamy afinicznie ekwiwariantnym, wtedy i tylko
wtedy, gdy:

An(AX +v) = Afi(X) +v (7)

~

Estymator wielowymiarowego rozrzutu 3, nazywamy afinicznie ekwiwariantnym, wtedy i tylko
wtedy, gdy: R R
3. (AX +v) = AX, (X)A’ (8)

Przy zalozeniu, ze X znajduje sie w polozeniu ogélnym (ang. general position) w RP (tzn. przy
#X =n > p+ 1, zadne z p + 1 punktéw nalezacych do X nie zawiera si¢ w hiperplaszczyznie o
wymiarze nizszym niz p), mozna pokazaé¢ [Davies, 1987, iz maksymalny zastapieniowy punkt zata-

mania proby skonczonej (FBP) dla afinicznie ekwiwariantnych estymatoréw 3,, wielowymiarowego

n7§+1J )

Obciazono$¢ afinicznie ekwiwariantnych estymatoréw wielowymiarowego rozrzutu X,,, w przypad-
ku préby zanieczyszczonej Y,,, mozna mierzy¢ za pomoca wskaznika uwarunkowani

A1<§:n,Ym>)

rozrzutu wynosi €, (én, X)=1]

(9)

bias ﬁn,Ym = log =
( ) <)\p(2naYm)

1 Jego postaé wynika z uproszczenia bardziej ogélnego miernika obciazenia, w ktérym majac na uwadze afiniczna,
ekwiwariantno$¢ estymatora zastepuje sie nieznang warto$¢ parametru ¥ macierza jednostkows I,



Tym samym punkt zalamania préby skonczonej (FBP) estymatora f]n mozna réwnowaznie zdefi-
niowa¢ z wykorzystaniem miary jego obciazenia:

£5(2,,X) = min {e: sup bias(E,,Y,,) = oo} (10)
e€(0,1) Y EVom

Teoretyczne aspekty ekwiwariantnych estymatoréw wielowymiarowego rozrzutu wygodniej jest ba-
da¢ w sposéb analityczny dla przypadku asymptotycznego n — oc.

Przez asymptotyczna zgodno$é¢ estymatora w niniejszej pracy rozumie si¢ klasyczne pojecie zgod-
nosci estymatora. Niech X7 = (X1, Xy,...,X,) bedzie procesem iid n zmiennych losowych, es-

tymator §n = A(ﬁ) rozwazany jako proces losowy (51, .. 7§n) jest asymptotycznie zgodnym

estymatorem parametru 6, wtedy i tylko wtedy, gdy plim,,_,..0, = 6 (proces §n jest zbiezny
wedlug prawdopodobiefistwa do wartoéci parametru ).

W przypadku estymatoréw odpornych w celu okreélenia wlasnosci asymptotycznych, czesto wyko-
rzystuje sie takze podejscie z gruntu teorii proceséw empirycznych (ang. Empirical Process The-
ory). Dla procesu iid zmiennych losowych (mozliwie wektorowych) (Xl,& ey &), rozpatruje
sie proces losowy dystrybuant empirycznych (Fy(x), Fa(z),. .., Fy(x)), gdzie

Fale) = 5 3" oo (X0 ()

przy czym I jest funkcja wskaznikowa. N

Estymatory rozwaza sie tutaj jako odpowiednie funkcjonaty 0(F),).

Zgodnie z twierdzeniem Gliwenki-Cantelliego (ang. Glivenko-Cantelli theorem), przy n — oo za-
chodzi jednostajna zbieznosé dystrybuant empirycznych F, () do dystrybuanty teoretycznej F'(x),
rozkladu (o parametrze @) zmiennych X;,i =1,...,n:

|Fo = Fl| o = sup [Fy(2) — F(2)| 0 przy n — oo (12)

Wykorzystujac to podejscie mozna okresli¢ wlasnosci asymptotyczne estymatora poprzez badanie

~

wlasnosci funkcjonatu 8(Fy,) = 0(F).

Estymator é(Fn) uznaje sie za zgodny w sensie Fishera estymator parametru 0, gdy é(F) =0,
przy czym F jest dystrybuanta teoretyczna rozkladu o parametrze 6.

W podobny sposéb definiuje sie asymptotyczny punkt zalamania (ang. asymptotic breakdown point,
BP) estymatora. Wykorzystuje si¢ przy tym pojecie zanieczyszczonego w stopniu & sasiedztwa
(ang. € contamination neighborhood) rozkladu parametrycznego z dystrybuanta F' i parametrem
0, rozumiane jako zbiér dystrybuant:

F(Fe)={(1—-¢e)F +eG: G € G}, (13)

G jest pewnym zbiorem dystrybuant rozkladéw (zazwyczaj G jest zbiorem dystrybuant dowolnych
rozkladow, albo zbiorem rozkladéw skoncentrowanych w punkcie <ang. point mass concentra-
tion>).

Asymptotyczny punkt zalamania estymatora fdar , oznaczany &* ((3, F) jest réwny najwiekszemu
e € (0,1), takiemu, ze O, ((1 — £)F + €G) jako funkcjonal G pozostaje ograniczony oraz nie nalezy
do brzegu zbioru ®, bedacego przestrzenia parametréw.

3 Afinicznie ekwiwariantne estymatory wielowymiarowego
rozrzutu z wysokim punktem zalamania

W niniejszym oraz kolejnych punktach pracy przyblizone zostana wybrane aspekty dotyczace
dwéch afinicznie ekwiwariantnych estymatoréw wielowymiarowego rozrzutu:

e estymatora najmniejszego wyznacznika macierzy kowariancji, MCD,

e estymatora Projection Congruent Subset, PCS.



Wsréd pozostatych afinicznie ekwiwariantnych estymatoréw wielowymarowego polozenia i skali
mozna wymieni¢ m.in. estymator elipsoidy minimalnej objetosci MVE (ang. Minimum Volume El-
lipsoid estimate, [Rousseeuw, 1984]), estymator SDE (ang. Stahel-Donoho estimate, [Stahel, 1981],
[Donoho, 1982]), estymator M, estymator S [Davies, 1987], estymator P (ang. P-estimate, Pro-
jection estimate, [Maronna 1 in., 1992]). Przeglad dotyczacy wlasnoéci przywolanych estymatoréw
mozna znalezé m.in. w pracy [Maronna, Martin, 20006].

3.1 Estymator minimalnego wyznacznika macierzy kowariancji (Mini-
mum Covariance Determinant, MCD)

Estymator minimalnego wyznacznika macierzy kowariancji (ang. Minimum Covariance Determi-
nant, MCD) mozna wyrazié jako rozwiazanie ponizszego problemu optymalizacyjnego z ogranicze-
niami:

(B, %) = argming, sewre, pns(p))| =] (14)
pod warunkiem
1< 1 <
N By = S — W)= (k) — ) = 1 15
hp 2 D100 hp;:l( (i) = H)'ET (x@) — p) (15)

gdzie d?w D, (i) Oznacza i-ta statystyke porzadkowa dla kwadratu odlegtosci Mahalonobisa, a x;) to

wektor obserwacji wykorzystany w konstrukeji statystyki porzadkowej d3, )

Zgodnie z przyjetym warunkiem ograniczajacym warto$¢ estymatora wielowymiarowego rozrzutu
musi odpowiadaé¢ prébkowej macierzy kowariancji wyznaczonej dla okreslonego h-elementowego
podzbioru X.

Z geometrycznego punktu widzenia w metodzie MCD poszukuje sie elipsoidy £ = {x € R? :
d%;p(x,t, V) < 1}, obejmujacej co najmniej h obserwacjiz X: #{i: 1 <i<nAx; € XNE} > h,
dla ktérych macierz kowariancji ma najmniejszy wyznacznik. R

Dla rzeczonej elipsoidy t = g oraz V = d?\/[D 0N 3, przy czym (f1, X) sa wartoSciami estyma-
tora MCD, a d?MD,(h) jest h-ta statystyka porzadkowa dla kwadratow odlegtosci Mahalanobisa

~

wyznaczonych przy parametrach (fi, X)), dla obserwacji ze zbioru X.

Jako, ze problemu optymalizacyjnego dla MCD nie da sie rozwiagza¢ w sposOb analityczny, zapro-
ponowano procedure iteracyjna, ktorej podstawa sa tzw. kroki koncentracji (ang. concentration
steps, C-steps).

I tak w danej I-tej iteracji podstawa wyznaczania wartosci (ﬁ(l), 2(1)) jest h obserwacji z X o naj-
mniejszych odlegloéciach Mahalonobisa dla wartosci (ﬁ(l_l), f](l_l)> wyznaczonych w poprzednim

kroku.
Niech H® bedzie zbiorem indekséw obserwacji wykorzystywanych przy wyznaczaniu wartosci

(ﬁ(l),fl(l)) w [-tej iteracji:
HO — {Z e{l,...,n}: d%p, (ﬁ(l—1)7§(l—1)) < dpm (ﬁ(l—1)7 f}(l—l)>} (16)

gdzie d?V[D,i (ﬁ(lfl), 2(1*1)) sg kwadratami odlegloéci Mahalanobisa dla punktéow x;,7 =1,...,n,

wyznaczonymi przy parametrach (ﬁ(l’l), f](l’l)), adi () (ﬁ(l’l), f](l’l)) jest h-tg statystyka
porzadkowa dla tych kwadratéw odleglosci.

Wartosci (ﬁ(l), i(”) w [-tej iteracji wyznaczane sg jako probkowa wektorowa érednia oraz macierz

kowariancji dla h-elementéw zbioru X o indeksach w zbiorze H®:
(ﬁ(l), f](l)> = (ave;c g Xi, COV;e g1 X;) (17)

W pracy [Rousseeuw, Driessen, 1999] wykazano, ze takie postepowanie prowadzi do uzyskiwania
w kolejnych iteracjach macierzy kowariancji o niewigkszych wyznacznikach, niz te dla poprzedniej

£0| <|s0)

Powyzsze iteracje nazywane krokami koncentracji wykonuje sie, az do momentu uzyskania zbiezno-

iteracji, tzn.

Sci. Osiagniecie zbieznosci algorytmu nastepuje w sytuacji, gdy ‘E(L)‘ = 0 albo ’i(L)‘ = ‘E(L_l) ’,



wtedy wykonywanie kolejnych krokéw koncentracji nie skutkuje zmniejszaniem sie wartosci funkcji
celu |X|. Jako, ze ‘2(1)‘ > ‘2(2)‘ > ’2(3)’ > ... jest ciagiem nieujemnym, musi by¢ on ciagiem
zbieznym. R

Warunkiem koniecznym istnienia minimum globalnego ¥ funkcji celu estymatora MCD dla pré-
by X, w punkcie &) jest ‘E(L)‘ = [SE-1|,
procedura charakteryzuje si¢ lokalng zbieznoéciag do minimum globalnego.

W zwiazku z powyzszym procedure rozpoczyna sie z réznych punktéw startowych i prowadzi sie w
kazdym przypadku, az do osiagniecia zbieznosci. Jako wartosé estymatora MCD przyjmuje sie ta
sposréd wartosci koncowych procedury, dla ktérej wyznacznik macierzy kowariancji (wyznaczonej
w dla h-elementowej podpréby) jest najmniejszy.

Wybrane wlasnosci estymatora MCD

Dla estymatora wielowymiarowego rozrzutu MCD, w przypadku X znajdujacego si¢ w polozeniu

ogblnym, punkt zalamania préby skonczonej wynosi £ (3, X) = ”_Thﬂ i przyjmuje maksymalna
n+p+1J
.

nie jest to jednak warunek wystarczajacy, gdyz

mozliwa warto$é¢ dla estymatorow afinicznie ekwiwariantnych przy h = L
Afiniczna ekwiwariantno$¢ estymatora wielowymiarowego rozrzutu MCD, jako empirycznej ma-
cierzy kowariancji z optymalnego h-elementowego podzbioru X+ zbioru X, mozna tatwo poka-
zaé, gdyz dla probkowej macierzy kowariancji cov(Xg+) oraz nieosobliwej macierzy kwadrato-
wej A zachodzi cov(AXpg+) = Acov(Xpg+)A’. Ponadto w zwiazku z tym, ze |Acov(Xg+)A'| =
|A|2 |cov(X g+)|, poniewaz \A|2 > 0, funkcja celu MCD przyjmuje minimum dla macierzy kowa-
riancji wyznaczonej w oparciu o przeksztalcony afinicznie h-elementowy podzbiér X g+, dla ktérego
probkowa macierz kowariancji dla danych nieprzeksztalconych charakteryzowala si¢ minimalnym
wyznacznikiem .

Zakladajac wielowymiarowy model normalny generujacy dane x ~ N(u, ), w przypadku braku
mechanizmu zaklécajacego, mozna pokazaé, ze MCD nie jest estymatorem zgodnym (zaréwno w
sensie asymptotycznym, jak i w sensie Fishera) wielowymiarowego rozrzutu.

Przy powyzszym zalozeniu w celu osiggniecia asymptotycznej zgodnosci estymatora MCD wie-
lowymiarowego rozrzutu, jako ze di;p(x,p, E) ~ x%(p), stosuje si¢ korekte na zgodno$é (ang.

consistency correction) w postaci mnoznika ¢ dla 3, ktéry mozna odpornie estymowaé jako:
med{d3, p (1. %),...di p (xn 70,3 }

c= >
X0,5,p

, przy czym med jest empiryczna mediang kwadratéw odlegtodci

Mahalanobisa przy wartosciach (ﬁ, f)) estymatora MCD, a X(Q),s,p jest mediana teoretycznego

rozktadu chi-kwadrat z p stopniami swobody.
Wyprowadzenie mnoznika — korekty na asymptotyczna zgodnosé przy wielowymiarowym rozktadzie
normalnym mozna znalezé w pracy [Maronna, Martin, 2006] s. 186].
Jako, ze estymator MCD wielowymiarowego rozrzutu, pomimo zastosowania przytoczonej poprawki
na asymptotyczng zgodno$c¢, jest w skonczonej prébie estymatorem obciazonym stosuje sie dodat-
kowo (wyznaczana w sposéb symulacyjny, przy zalozeniu wielowymiarowego rozkladu normalnego
bez zaklécen) korekte dla skoiiczonej proby (ang. finite sample correction), usuwajaca jego obciaze-
nie. Procedure symulacyjnego wyznaczania wartosci rozwazanej poprawki przedstawiono w pracy
[Pison i in., 2002].
Mozna réwniez rozpatrywaé zgodnosé estymatora MCD w sensie Fishera. Na gruncie teorii proce-
sOw empirycznych, pokazano, iz dla procesu 4id zmiennych losowych, ciag ich dystrybuant empi-
rycznych (rozpatrywanych jako zmienne losowe) jest zbiezny do dystrybuanty teoretycznego roz-
ktadu poszczegdlnych zmiennych tworzacych proces iid.
Tak wiec w tym podejsciu estymator MCD, asymptotycznie rozpatruje si¢ jako funkcjonat dystry-
buanty okreélonego rozkladu teoretycznego.
Rozpatrzmy wiec estymator MCD parametréw (u, ) dla eliptycznie symetrycznego, jednomodal-
nego rozkladu wektora losowego X z dystrybuantg teoretyczng F), =.
Jako, ze estymator MCD jest afinicznie ekwiwariantny, bez utraty ogdlnosci mozna dokonaé prze-
ksztalcenia wektora losowego X:

Z-3"2X - p) (18)

Powstaly wektor losowy Z (przez z oznacza si¢ jego realizacje) ma rozklad tego samego typu co
wektor losowy X, z parametrami (0, I) oraz dystrybuanta Fo 1. Wektor losowy Z sklada si¢ niesko-
relowanych zmiennych o jednakowym jednowymiarowym rozktadzie z zerowa wartoscia oczekiwang
i jednostkowa wariancja. Dla oznaczenia pojedynczej zmiennej w ramach wektora losowego przyj-
muje sie symbol Z; (przez z; oznacza si¢ jej realizacje).



W pracy [Butler 1 in., 1993] pokazano, ze problem optymalizacyjny definiujacy estymator MCD,
dla rozkladu teoretycznego F, s: ma jedyne rozwiazanie zadane przez elipsoide E(F), s):

E(Fuz) = {x €R": (x— p)'S " (x — p) < 0.} (19)

gdzie przy G(t) = Pp,,(Z'Z < t), ¢y = G7'(1 — 7) jest kwantylem 1 — v dla rozkladu G, na-
tomiast v jest asymptotycznym odpowiednikiem odsetka "T’h obserwacji nieuwzglednianych przy
wyznaczaniu wartosci estymatora dla proby skoiczonej

Z elipsoida zwigzane sg estymatory MCD p(F), 5;) oraz 3(F), 5;), ktére mozna zadaé z wykorzysta-
niem funkcjonaléw standaryzowanego rozkltadu teoretycznego Fop 1 oraz uwzglednieniem wlasnosci
afinicznej ekwiwariantnosci MCD:

1

B(Fus)=+——
( M, ) 17,}/ —

zdFo1(z) +n=0+p=p (20)

11—«

Eay C
E(Fu,z)=< - / _ z%dFO,I(Z)>2 (21)
z'2<qy

przy czym E(Fuyg) bedzie zgodnym w sensie Fishera estymatorem wielowymiarowego parametru
rozrzutu X, gdy przy zalozonym modelu generujacym dane, poprawka cy bedzie wynosié:

I—v
fz’zgq,Y Z% dFOuI (Z)
Rozwazania teoretyczne dotyczace wlasnodci asymptotycznych estymatora MCD rozumianych w

sensie Fishera oraz wartosci liczbowe poprawki c, dla przypadku wielowymiarowego rozktadu nor-
malnego (bez mechanizmu zaklécajacego) przedstawiono w pracy [Croux, Haesbroeck, 1999|.

Cy = (22)

3.2 Estymator Projection Congruent Subset, PCS

Inaczej niz w przypadku estymatora MCD, ktéry wyraza si¢ jako rozwiazanie problemu optyma-
lizacyjnego bezposrednio wzgledem (fx,X), w celu wyznaczenia wartosci estymatora PCS uprzed-
nio poszukuje si¢ pozbawionych obserwacji odstajacych podpréb, rozumianych jako podzbiory X
charakteryzujace si¢ spdjnoscia, ktérej brak mierzony jest poprzez kryterium inkongruencji pod-
legajace minimalizacji. Podzbiér X o h elementach, minimalizujacy kryterium inkongruencji jest
podstawa wyznaczania wartosci estymatoréw PCS, jako éredniej arytmetycznej oraz macierzy ko-
wariancji ze wspomnianej podproby.

W celu zdefiniowania kryterium inkongruencji wykorzystuje si¢ pojecie odlegltosci punktu od hi-
perplaszczyzny oraz wektora do niej normalnego.

Dla zbioru X = {x1,...,X,}, x; € R? znajdujacego sie¢ w polozeniu ogélnym rozwaza sie p — 1-
wymiarowe hiperplaszczyzny rozpinane przez p punktéw, tworzacych okreslone podzbiory X.
Wektor normalny do hiperplaszczyzny zadanej wzorem a/, ,x —1 = 0, zawierajacej w sobie pewien
p-elementowy podzbidr punktéw zbioru X, to wektor a,,; do niej ortogonalny, taki ze:

{amk : kaamk = 1p} (23)
gdzie

e X, to macierz o wymiarach p x p sktadajaca si¢ z utozonych wierszami p-elementowych
wektoréw (obserwacji) nalezacych do X

e 1, to p-wymiarowy wektor kolumnowy zlozony wyltacznie z jedynek

e a,,; to wektor normalny do p — Iwymiarowej hiperptaszczyzny, do ktorej naleza punkty z
Xk (rozpinanej przez punkty z X,,x)

Rozpatruje sie odleglo$é wektora x; od hiperplaszczyzny z wektorem normalnym a,,; (ktérej to
odlegtosci odpowiada dlugosé rzutu ortogonalnego wektora x; na kierunek wektora a1, o poczatku
nalezacym do hiperplaszczyzny), ktérej kwadrat wyrazony jest przez:

(Xiam, —1)2

24
ol (24)

d%’,i(amk) =



Rysunek 1: Odlegloéé¢ punktu P od plaszczyzny z wektorem normalnym a, wykorzystywana w
ramach procedury wyznaczania wartosci estymatora PCS (punkt B, jest rzutem prostopadlym
punktu P na wektor normalny a, punkt @ jest dowolnym punktem plaszczyzny, punkt A jest
rzutem prostopadlym punktu P na plaszczyzne, stad rozwazana odleglo$¢é wynosi |PA| = |BQ)|)
(opracowanie wlasne)

gdzie |dpi(amk)| to prostopadla odleglosé wektora x; od p — 1- wymiarowej hiperplaszczyzny o
wektorze normalnym a,,x
Niech

e H,, oznacza podzbiér indekséw h obserwacji (punktéw przestrzeni RP) ze zbioru X, sposréd
ktérych p punktéw rozpina hiperplaszczyzne o wektorze normalnym ay,;: Hy, C {1,...,n},
#Hp = h > [,

e m =1,..., M to subskrypt numerujacy h-elementowe podzbiory indeksow obserwacji z X,

przy czym M = (jednak w praktyce liczba rozwazanych h-elementowych podzbioréw

jest < ( Z )),

e H,,; to podzbiér indekséw h obserwacji (punktéw) z calego zbioru X, o najmniejszych kwa-
dratach odlegloéci od hiperplaszczyzny z wektorem normalnym a,,,:

n
h

Hpr = {z e{1,...,n}: d%i(amk) < d?n,(h)(amk)} (25)

gdzie d?g,( h) jest h-ta statystyka porzadkowa kwadratu odlegltosci od hiperplaszczyzny z wek-
torem normalnym a,,, dla wszystkich obserwacji x;,7 = 1,...,n ze zbioru X.

Wskaznik inkongruencji H,, wzdluz kierunku a,,; (ang. H,, incongruence index along a,i) wy-
razony jest nastepujaco:

(26)

ave; d3 (a,,
I(Hm,amk) = 1og < cHm P,z( k) )

AVEicH,p,; d%’,i (k)

Wskaznik I(H,,,a,;) zawsze przyjmuje wartosci dodatnie. Jezeli rzuty punktéw o indeksach ze
zbioru H,, na kierunek a,,; (przy czym punkt poczatkowy wektora a,, nalezy do hiperplaszczy-
zny), w duzej czeSci pokrywaja sie z rzutami punktéw ze zbioru H,,x na ten kierunek, wartosci
indeksu beda niskie. Innymi stowy, wskaznik inkongruencji I(H,,,a,;) przyjmuje niskie warto-
Sci, gdy h punktéw o indeksach w zbiorze H,, skupia sie¢ w poblizu hiperplaszczyzny z wektorem



normalnym a,,; (rozpinanej przez podzbior p punktéw, sposréd h o indeksach w H,, ), czyli ich od-
legtosé od tej hiperplaszczyznyﬂ jest mniejsza w poréwnaniu z odlegltosciami pozostalych punktow
z X, o indeksach nie nalezacych do H,,.

Warto$é I(Hp,,ami) wskaznika inkongruencji H,, wzdluz kierunku a,,;, mozna takze rozwazaé
jako miernik stopnia, w jakim pokrywaja sie zbiory H,, (zawierajacy indeksy rozwazanej h-
elementowej podpréby X) oraz H,,j (zawierajacy indeksy h punktéw z catego zbioru X polozonych
najblizej hiperplaszczyzzny z wektorem normalnym a,,x), uwzgledniajacy réwnoczesnie polozenie
wzgledem rozwazanej hiperptaszczyzny punktéw odnoszacych sie do zestawianych podzbioréw.
Punkty polozone najblizej hiperptaszczyzny z wektorem normalnym a,,j, nie zwiazane ze zbiorem
H,,, czyli te o indeksach w zbiorze H,,;, — H,,, wplywaja (poprzez swoje odleglodci) na obnizenie
w [(Hp, &) wartosci mianownika utamka pod logarytmem, nie majac jednoczesnie wplywu na
warto$¢ jego licznika. W przypadku, gdy zbiér indekséw H,, odnosi sie do spéjnego (,niezanie-
czyszczonego” ) h-elementowego podzbioru punktéw z X, punkty o indeksach w H,,, koncentruja
sie w poblizu hiperplaszczyzn (zwiazanych z wektorami normalnymi a,,,), rozpinanych przez kom-
binacje p punktéw z tego h-elementowego podzbioru, co odzwierciedla sie w niskich wartosciach
wskaznika inkongruencji.

Natomiast w sytuacji, gdy indeksy w H,,, odnosza si¢ do h obiektéw z niespéjnej podpréby, zawie-
rajacej oprécz obserwacji pochodzacych z gléwnego rozkladu, takze obserwacje odstajace (wynika-
jace z dzialania mechanizmu zaklécajacego), zbiér H,, bedzie mial mniej liczng cze$é wspdlna ze
zbiorem H,,i, indeksow h punktéw polozonych najblizej hiperplaszczyzny rozpinanej przez kombi-
nacje p-elementowe punktow z niespéjnego podzbioru. Przekladaé bedzie sie to na wyzsze wartosci
wskaznika inkongruencji dla takich podzbioréw.

W celu usuniecia wpltywu konkretnego kierunku a,,;, na wartosé¢ indeksu inkongruencji wyznacza-
nego dla zbioru H,,, rozwaza si¢ srednia wzgledem wielu kierunkéw.

Wskaznik inkongruencji dla H,, definiuje si¢ jako nastepujaca srednia:

I(Hm) = avea,,, eB(H,,) L (Hm, amk) (27)

gdzie B(H,,) jest zbiorem wszystkich kierunkéw a,,; ortogonalnych do hiperplaszczyzn rozpina-
nych przez rézne kombinacje p punktéw (obserwacji) nalezacych do h-elementowego podzbioru

punktéw (obserwacji) o indeksach w H,,, #B(H,,) = h

W praktyce w celu ograniczenia liczby wykonywanych operacji obliczeniowych nie rozpatruje si¢
wszystkich #B(H,,) kierunkéw a,,i, ale ich losowo wybrany K-elemetowy podzbiér B(H,,).
Podzbiér H* o minimalnej wartosci I(H,,) nazywa si¢ projection congruent subset:

H* = arg min I(Hp,) (28)

{Hm} =1

Wartosé estymatora PCS wielowymiarowego polozenia i skali, odpowiada wektorowej sredniej aryt-
metycznej oraz macierz kowariancji, wyznaczonej w oparciu o obserwacje o indeksach ze zbioru H*:

~

(lAh 2) = (ave;cH+X;, COVic Fr+X;) (29)

Wybrane wlasnosci estymatora PCS

Dowdd afinicznej ekwiwariantnosci estymatora PCS przedstawiono w pracy [Schmitt 1 in., 2014].
W tej samej pracy wykazano, iz punkt zalamania préby skonczonej (FBP) dla estymatora PCS, w
przypadku, gdy n > p+1 > 2 oraz X znajduje si¢ w polozeniu ogdlnym wynosi 5,*1(2, X) = ”_Th“
i fl(;)rvzgleest maksymalnej mozliwej wartosci dla estymatoréw afinicznie ekwiwariantnych, gdy h =
gcefla stopnia obcigzenia estymatora PCS wielowymiarowego rozrzutu, dla przypadku skonczonej
préby wygenerowanej przez rozklad gléwny F z mechanizmem (rozkladem) G zaklécajacym w
stopniu ¢, tzn. Fr = (1 — e)F(up, Xr) + eG(pe, Xa), ma charakter empiryczny (symulacyjny).
Dla zanieczyszczonej proby obciazenie estymatora PCS, bedzie zaleze¢ od wymiaru przestrzeni
danych, stopnia zanieczyszczenia proby oraz polozenia punktéw odstajacych generowanych przez
mechanizm zaklécajacy.

Niech X, oznacza n-elementowa prébe (zbidr), w ktérej odsetek obserwacji odstajacych, bedacych
wynikiem dziatania mechanizmu zakldécajacego G wynosi €. Prébe X, mozna wyrazi¢ jako sume
X = Xp UXg, gdzie Xp jest zbiorem obserwacji pochodzacych z rozkladu gléwnego F, a Xg

2 Odleglosé p punktéw rozpinajacych hiperplaszczyzne jest zerowa, gdyz punkty te przynaleza do niej.
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grupuje obserwacje odstajace wygenerowane przez G. Ponadto Ir, I to zbiory obejmuje indeksy
elementéw préoby nalezacych odpowiednio do X g, Xg.
W pracy [Vakili, Schmitt, 2014] wskazano dla estymatoréw afinicznie ekwiwariantnych wielowy-
miarowego rozrzutu sytuacje, skutkujace przy okreslonych zatozeniach dotyczacych obserwacji od-
stajacych, najwyzszym mozliwym poziomem obci@ienizﬂ .

d?sz,i(ﬁFviF)

Niech v = min;¢y,, B SV bedzie miernikiem odleglosci pomigdzy obserwacjami z rozktadu
) P

gléwnego a obserwacjami odstajacymi.
Rozpatrzono trzy przypadki dla afinicznie ekwiwariantnych estymatoréw wielowymiarowego roz-
rzutu:

e rozklad zakl6cajacy przesuniety wzgledem gléwnego:

Przy zalozeniu ustalonej odleglodci v oraz |[E¢| > |X |, estymator afinicznie ekwiwariantny jest
najbardziej obciazony, gdy |Xa| = |Xr|, a pe przyjmuje wartosé, przy ktérej odlegtosé wynosi v.

e rozklad zakldcajacy skoncentrowany w punkcie (point-mass configuration):

znoszac zalozenie |Xg| > |Xr|, estymator afinicznie ekwiwariantny bedzie charakteryzowal sie
najwiekszym obciazeniem, gdy || = 0, tzn. rozklad zaklécajacy jest skoncentrowany w punkcie,

e znoszac dodatkowo zalozenie ustalonego v, najwieksze obciazenie estymatora bedzie obser-
wowane przy g = pp, przykladem tutaj jest przypadek zanieczyszczenia typu ,Barrow
wheel” (Barrow wheel contamination), wprowadzonego w funkcji rbwheel pakietu R o na-
zwie robustX [Stahel, Maechler, 2009).

Symulacyjne badanie wplywu na uzyskane wartosci estymatora PCS, przytoczonych typéw zakté-
cen, w zaleznoéci od liczebnosci n préby oraz wymiaru p przestrzeni zmiennych mozna znalezé w
rzeczonej pracy [Vakili, Schmitt, 2014].

3.3 Ponownie wazone estymatory (reweighted estimates) MCD i PCS

Czesto stosowanym zabiegiem wzgledem uzyskanych wartosci estymatorow MCD lub PCS jest
zastosowanie procedury ponownego wazenia (ang. reweighting) obserwacji.

W ramach procedury ponownego wazenia tworzony jest system wag okreslony jako funkcja kwa-
dratéw odlegtodci Mahalanobisa obiektéw z X, przy parametrach réwnych oszacowaniom (i, X)
MCD badz PCS. System wag wykorzystuje sie przy wyznaczaniu wazonej wektorowej sredniej oraz
wazonej macierzy kowariancji, ktore przyjmuje sie jako wartosci ponownie wazonych estymatorow
MCD badz PCS.

Najczesciej stosuje sie dwa systemy wag:

— hard-rejection weight system,

— soft-rejection weight system.

Funkcje wag w ramach systemu hard-rejection wyraza sie nastepujaco:

U}HRIR+ —>R+

wpr(z) =1(z < k) (30)

gdzie I jest funkcja wskaZnikowa. R
Za argument z funkcji wag wypr przyjmuje si¢ kwadrat odlegloici Mahalanobisa d3, D’i(ﬁj)).
Natomiast jako warto$¢ progowa k przyjmuje sie:

med?:ld?MD,i(ﬁﬂ Y)

k=éxi_g,= X160 (31)

X(Q),f),p
gdzie ¢ jest korekta na zgodnos$¢ asymptotyczna przy wielowymiarowym rozkladzie normalnym,
Xg,5,p mediang rozkladu chi-kwadrat z p stopniami swobody, x2_ 3,p kwantylem 1— tegoz rozkladu,
zazwyczaj przyjmuje si¢ dla 3 wartosci 0,05 lub 0,025, a med jest empiryczna mediang sposrod
kwadratéw odlegloéci Mahalanobisa d?WD’i(ﬁ, ¥),i=1,...,n

3 Mierzonym za pomocy, przytoczonego w rozdziale 2. pracy miernika, bias(f),XE) wykorzystujacego wartosci
wlasne macierzy X.
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W sytuacji, gdy obserwacje z X generowane sa przez niezaktécony p-wymiarowy rozktad normalny,
mozna sie spodziewaé, ze powyzej tak wyznaczonego progu dla odleglosci k, bedzie znajdowaé sie
w przyblizeniu nf3 obserwacji z X.

Ponownie wazone wartosci (f&,3) afinicznie ekwiwariantnych estymatoréw MCD badz PCS wy-
znacza si¢ wedlug wzordw:

S w (BB ) x

S w (dp, (D))
S o (B %)) 6 — ) (i — )
Siyw (Bp (6, 5))

Tym samym w przypadku systemu wag typu hard-rejection wyznaczenie wazonej wektorowej $red-
niej sprowadza si¢ do wyznaczenia probkowej wektorowej $redniej oraz kowariancji, w oparciu o
obserwacje z X, ktérych indeksy naleza do zbioru:

(32)

i:

(33)

(34)

med?:ld?\/[D,i(ﬁv ¥, }
2 X1-8,p
X0,5,p

H= {ie 1,0} dip, (B, Z) <

Drugi rozwazany tutaj system typu soft-rejection, wagi reprezentuje jako funkcje:

wsr Ry — Ry

wgr(z) = min {1, ]z} (35)

gdzie jako argument z przyjmuje si¢ kwadrat odlegloéci Mahalanobisa d3, D’i(ﬁ, f]), a za k najcze-
Sciej ta sama warto$¢ progowa rozwazana w ramach systemu hard-rejection.

W przypadku systemu soft-rejection obserwacje z X, ktérych odleglosci przekraczaja prég k, przy
wyznaczaniu wazonej wektorowej Sredniej i kowariancji, sa uwzgledniane z wagami dodatnimi,
odwrotnie proporcjonalnymi do odlegtosci d3, Dﬂv([i, ¥), a nie zerowymi jak to bylo w przypadku
systemu hard-rejection.

Ponownie wazone estymatory MCD i PCS zachowuja wlasno$¢ afinicznej ekwiwariantnosci (wynika
to z afinicznej niezmienniczo$ci odleglosci Mahalanobisa) oraz wysoki punkt zalamania ,wyjscio-
wych” estymatorow. Wysoki punkt zalamania zostaje zachowany, gdyz w sytuacji, gdy liczba obser-
wacji skutkujacych niedopuszczalnymi wartodciami estymatoréw (nieskonczonymi badz nalezacymi
do brzegu przestrzeni parametréw) nie przekracza wartosci n — h zalozonej dla ,wyjsciowego” esty-
matora MCD lub PCS, obserwacje te nie sa uwzglednione przy wyznaczaniu wartosci ([, 2)7 tym
samym odleglosci Mahalanobisa d2, Dﬂv(ﬁ, f)), wyznaczone dla niepozadanych obserwacji daza do
nieskonczonosci, co w przyjetym systemie skutkuje zmierzajacymi do zera wagami.

W przypadku, gdy obserwacje z X generowane sa przez niezaklocony wielowymiarowy model nor-
malny, zastosowanie ponownego wazenia estymatora skutkuje zwiekszeniem efektywnosci estyma-
tora w szczegdlnosci, gdy dysponuje sie malo liczebng préba X.

Niestety w przypadku wystepowania mechanizmu zaklécajacego gtéwny model generujacy dane,
wplyw ponownego wazenia na efektywnosé i obciazonosé estymatora, zaleze¢ bedzie od charak-
teru mechanizmu zaklécajacego oraz potozenia generowanych przez niego punktéow odstajacych
[Maronna, Martin, 2006} s. 193].

4 Szkic algorytmoéw wyznaczania wartosci estymatorow MCD
i PCS
4.1 Dobér podzbioréw i punktéw poczatkowych dla algorytmoéw

Punktem wyjsciowym procedur wyznaczania wartoséci estymatorow MCD i PCS, jest okreslenie
wstepnych podzbioréw obserwacji, ktore dodatkowo w procedurze wyznaczania wartoéci MCD sg

podstawg do wyznaczenia poczatkowych przyblizen wartosci estymatorow (ﬂ(o), f:(o)).
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W rozwazanych procedurach FastMCD oraz FastPCS, jako wyjsciowe (poczatkowe) rozpatruje sie
p + l-elementowe podzbiory n-elementowego zbioru X.

W przypadku duzych zbioréw danych rozwazenie wszystkich mozliwych ( pi 1 ) podzbioréw

okazuje sie by¢ zbyt czasochlonne, stad tez przyjeto dobiera¢ losowo mniejszg liczbe sposrod nich
i przyjmowac je za podzbiory wyjsciowe.

Losowo dobiera si¢ p+ 1-elementowe podzbiory, gdyz w przypadku takiej ich liczebnosci, prawdopo-
dobienistwo uzyskania prébki nie zawierajacej w ogdle wartoéci odstajacych, wynosi ¢ = (1 —e)P*+1,
przy czym € € (0, 1) jest odsetkiem obserwacji odstajacych.

Natomiast prawdopodobienstwo uzyskania wsréd M,4q prébek p + 1-elementowych, przynajmniej
jednej prébki pozbawionej wartoéci odstajacych wynosi 1 — (1 — ¢)Mr+1 i jest ono dodatnie, przy
dowolnym n, takze n — oo, gdyz zalezy ono wylacznie od wartosci p + 1.

Wspomniane prawdopodobienstwo jest wyzsze niz w przypadku wyboru prébek h-elementowych
w sytuacji, gdy h = L%”‘HJ, poniewaz prawdopodobienstwo ¢;, = (1 —¢&)? = (1 —¢) L5 , przy
n — oo dazy do 0, tym samym takze prawdopodobienstwo 1 — (1 — ¢5,)M» dazy do 0.

W celu uzyskania przynajmniej jednej ,niezanieczyszczonej” p + 1-elementowej podproby z praw-
dopodobienstwem na poziomie powyzej 1 — v (np. ¢ = 0,01) potrzeba, aby

log ) > Mpyiqlog(l—¢) =~ —M,41 - ¢, stad przyjeta liczba losowain M, powinna byé niemniejsza

niz Mpy1 > Hog(ll—k()fil)r’ 7 R 7 1“_Of)ﬁl, przy czym przyblizenie jest wlasciwe dla odpowiednio

wysokich wartosci p + 1.

4.2 Algorytm FastMCD

Niech zbiér X = {x; € RP, i = 1,...,n} reprezentuje n-elementowa prébe p-wymiarowych (p > 2)
obserwacji. Ponadto h to liczba obserwacji uwzglednianych przy wyznaczaniu prébkowych wekto-
rowych érednich i macierzy kowariancji. Domy$lnie przyjmuje sie, ze h = [%J (wybér dajacy
maksymalny FBP), ale mozna przyja¢ dowolne h, takie, ze [%J < h < n. Natomiast My,
jest liczba rozpatrywanych w algorytmie poczatkowych podzbioréw p + 1-elementowych.

Algorytm FastMCD — wariant dla n < 600 [Rousseeuw, Driessen, 1999):

1. Dlam=1,2,..., Mpy:

1.1. Losowo dobraé¢ podzbiér p+1 elementéw ze zbioru X, ktérych indeksy utworza podzbiér

O - {1,...,n}, gdzie #Hf,?) = p+ 1. W oparciu o zbiér a¥ wyznaczy¢ wartosci

poczatkowe dla procedury iteracyjnej: (ﬁfg), 252)).

1.2. Wykonaé¢ dwa kroki koncentracji [ = 1,2, uzyskujac kolejno h-elementowe podzbiory

H7(nl)i Hf,?) oraz odpowiadajace im wartosci (ﬁ&f), f:ﬁf)) =12
- . _ .| (2) $(2)
2. Przyjmujac, ze M = {m e {l,...,Mp41}: |Zn'| < 210y

styka porzadkowa dla wyznacznika macierzy kowariancji.

}, gdzie ’igi;‘ jest r-ta staty-

Dla kazdego m € M (czyli dla 10 podzbioréw H,(ﬁ), zwiazanych z najnizszymi wartosciami
&

), wychodzac od (ﬁ&%), ﬁ%)) wykonywaé kroki koncentracji (C-steps), az do uzyska-
nia zbieznosci w kroku L,,, w ktorym wartosci (ﬁ% ’”'), f:ﬁ,% "‘)) wyznacza si¢ w oparciu o

obserwacje z h-elementowego podzbioru HT(,LL ),

~

3. Jako wartosci estymatora MCD przyjaé¢ wartosci (i, X) = (ave;cg=X;, COVieg+X;), Wyzna-
czone w oparciu o ten spoéréd podzbioréw HT(,{’ ’”),m € M, oznaczany symbolem H*, dla

ktérego wartosé ‘f]g,f)’ jest najnizsza : H* = argmin{H(Lm)} |f]£,f) .
m meMm

Wraz ze wzrostem liczebnosci proby n, wzrasta czas wykonywania obliczen, w szczegblnosci w wyni-
ku koniecznosci wyznaczenia w kazdym kroku algorytmu n odleglosci Mahalanobisa dla elementow
X.
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W wariancie algorytmu FastMCD [Rousseeuw, Driessen, 1999] dla przypadku, gdy wielkosé préby
wynosi n > 600 obserwacji, w celu skrécenia czasu wykonywania obliczen, dokonuje sie podziatu
calodci préby (w przypadku, gdy n > 1500, liczebno$é préby uprzednio ogranicza sie poprzez
bezzwrotne losowanie do 1500), na co najwyzej 5 mozliwie réwnolicznych, roztacznych podzbioréw
(podpréb), dla ktérych osobno wykonywane sa wstepne dwa kroki koncentracji przedstawionego
algorytmu. Dla kazdej z 5 podpréb zachowuje sie 10 najlepszych rozwiazan, po czym laczy sie
podpréby, a 50 zachowanych rozwiazan stuzy jako rozwiazania poczatkowe. Nastepnie w oparciu
o te rozwiazania poczatkowe oraz potaczona prébe dokonuje sie po dwa kroki koncentracji oraz
zachowuje sie 10 najlepszych rozwiazan i te stanowia rozwiazania poczatkowe w kolejnym etapie.
Dla calosci proby wychodzac od rozwiazan poczatkowych dokonuje sie krokéw koncentracji, az do
osiagniecia zbieznodci .

Jako, ze przedstawiona procedura iteracyjna wyznaczania wartosci estymatora MCD jest algoryt-
mem o lokalnej zbiezno$ci do minimum globalnego, uzyskana wartosé estymatora MCD zalezy od
przyjetej wartosci poczatkowej, dobieranej tutaj w sposob losowy. W celu uniezaleznienia wynikow
procedury iteracyjnej od losowego doboru, w modyfikacji estymatora MCD nazwanej detMCD (De-
termanistic MCD, [Hubert 1 in., 2012]) wartosci poczatkowe dla procedury, wyznacza sie w oparciu
o wartosci kilku wariantéw estymatoréw wielowymiarowej skali (przyjmujacych dla danego zbioru
zawsze te same wartosci), dla zestandaryzowanych danych, w tym m.in. macierzy korelacji rang
Spearmana, czy tez estymatora zortogonalizowanego Gnanadesikana-Kettenringa (OGK).

4.3 Algorytm FastPCS

Dla metody PCS w przypadku, gdy n > p+ 1 > 2 oraz X znajduje sie w polozeniu ogdlnym
skoficzonoprébkowy punkt zatamania wynosi €, = "*Thﬂ W przypadku przyjecia h = L%pﬂj
uzyskuje si¢ maksymalny mozliwy FBP dla afinicznie ekwiwariantnych estymatorow rozrzutu, taka
tez warto$¢ h przyjmuje sie w przedstawionym ponizej algorytmie FastPCS.

Niech X, n, p, h oraz M, 1 maja takie samo znaczenie jak w przypadku zaprezentowanego wczeéniej
algorytmu.

W prezentowanym algorytmie FastPCS przyjeto natomiast, ze h = |22+ |,

Algorytm FastPCS [Vakili, Schmitt, 2014]:

1. Dlam=1,...,M,41:

1.1. Losowo dobra¢ p+1 elementéw ze zbioru X, ktérych indeksy utworza podzbiér H,(,? ) ¢
{1,...,n}, gdzie #H = p + 1.
1.2. Dlal=1,...,L:

D»(H(l)) = avel db.i(am) dla kazdego i =1 n
1 m ) — k=1 avejeH(Lfl)d?:’.j(am'k)7 2 = 1,...,

q= L(nfpfl)ﬁj +p+1
Hﬁé) ={i: Di(HT(,ll)) < Dy (Hf,ll))} (krok koncentracji)

1.3. H,, 2 H
1.4. I(H,,) = avel_ | I(H,,,an;) (indeks inkongruencji dla podzbioru H,,)

2. H* = argmin{H }Mp+1I(Hm). Jako wartosci estymatora PCS przyjacé (ﬁ,f]) =
mIim=1

(aVeiEH* X, COVicH~* Xi)~

3. (opcjonalny) W wariancie algorytmu za elementy podzbioru H** przyja¢ indeksy h obserwa-

~

cji, dla ktérych kwadraty odleglosci Mahalanobisa wyznaczonych przy (g, ¥) sa najmniejsze:
I — {z e{l,...,n}: d?\/[D’i(ﬁ, f]) <dip (h)(ﬁ, fl)} Jako warto$ci estymatora przyjaé

SEE

(1%, 2%%) = (aveje X, COVie ==X, ).

W ramach punktu 1.2. algorytm FastPCS stopniowo zwigksza w kolejnych L krokach koncentracji
rozmiary podzbioréw Hr(,ll) od p+1dla Hﬁ?) do ostatecznego rozmiaru h = L%”HJ dla H,(,f).
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Inaczej jest w przypadku algorytmu FastMCD | ktéry juz w pierwszym kroku koncentracji prze-

chodzi od p + l-elementowego pozbioru Hf,?) do h-elementowego podzbioru H,%)

. Zabieg stop-
niowego zwigkszania liczebnosci podzbioréw Hﬁi) zastosowany w FastPCS, umozliwia zwigkszenia
odpornoéci algorytmu w przypadku, gdy obserwacje odstajace wynikajace z dzialania mechanizmu
zaklocajacego, potozone sa w poblizu ,dobrych” danych, wygenerowanych przez proces gtéwny.
W [-tym powtorzeniu punktu 1.2. algorytmu FastPCS, w ramach tworzenia podzbioru Hr(i), dla
kolejnych punktéw x;,¢ = 1,...,n ze zbioru X, rozpatruje si¢ ich odlegloéci od hiperplaszczyzny
z wektorem normalnym a,,, w relacji do przecietnej odleglosci od tej hiperptaszczyzny dla tych
7 obserwacji ze zbioru X, ktoérych indeksy naleza do Hy(,lfl). W celu uniezaleznienia si¢ od kon-
kretnego kierunku a,,, wspomniane relatywne odlegtosci dla punktow z;,¢ = 1,...,n ze zbioru X
wyznacza sie dla wszystkich rozwazanych kierunkéw a,,i, k = 1,..., K, po czym udrednia sie je po
k, uzyskujac wartosci DZ-(HSI)),Z' =1,...,n. W kroku koncentracji podzbiér H,(,i) tworza indeksy
q= L(n —p— 1)%J + p + 1 obserwacji sposrod n obserwacji ze zbioru X, dla ktérych usrednione
relatywne odleglosci sa najmniejsze.

Wychodzac od m-tego podzbioru startowego Hy(,? ), po wykonaniu L-krotnie kroku 1.2. uzyskuje sie
zbioér H,,, dla ktérego wyznacza sie wartosci wskaznikéw inkongruencji wzdtuz kierunkéw a,,, k =
1,..., K oraz wskaznik inkogruencji podzbioru H,,, bedacy ich uérednieniem po k. Jako zbiér H*,
zawierajacy indeksy obserwacji bedacych podstawa wyznaczania wartosci estymatoréw, przyjmuje
si¢ ten sposéréd zbioréw H,,, m = 1,...,Mp4q, dla ktérego wskaznik inkongruencji I(H,,) jest
najmniejszy. Wartoéci estymatora PCS wyznacza si¢ jako prébkowa wektorowa $rednia oraz macierz
kowariancji, w oparciu o nerwacje o indeksach w H*.

5 Estymatory MCD i PCS — podsumowanie

Niech X = {x; € RP,i = 1,...,n} bedzie n elementowa préba p-wymiarowych obserwacji, na-
tomiast h liczebno$cia podpréby ze zbioru X. Skrétowe podsumowanie wlasnosci estymatoréw
wielowymiarowego rozrzutu MCD i PCS oraz algorytmoéw wyznaczania ich wartosci przedstawiono
w tabeli.
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Aspekt

Estymator MCD

Estymator PCS

Wyrazenie problemu optymali-
zacyjnego definiujacego wartos$c
estymatora dla zbioru X

Minimalizacja z ograniczeniami
funkeji kryterium |X|, zaleznej
bezpoérednio od parametru X

Poszukiwanie najbardziej jedno-
rodnego podzbioru zbioru X,
niezawierajacego wartosci odsta-
jacych, charakteryzujacego sie
minimalna wartoscig indeksu in-
kongruencji, ktory nie jest wy-
razony poprzez bezposrednig, za-
leznosé od parametru 3

Zgodnos¢ estymatora w przy-
padku wielowymiarowego roz-
ktadu normalnego bez mechani-
zmu zaklécajacego

niezgodny asymptotycznie
(wprowadza si¢ korekte poprzez
mnoznik c dla i),

niezgodny w sensie Fishera
(wprowadza si¢ korekte poprzez
mnoZnikﬂ cy)

[Todorov 1 in., 2009

Nazwa algorytmu poszukiwania | FastMCD FastPCS [Vakili, Schmitt, 2014]
wartosci estymatora [Rousseeuw, Driessen, 1999

Pakiet R /funkcja/ z imple- | robustbase /covMcd/ | FastPCS /FastPCS/
mentacja procedury wyznacza- | [Rousseeuw i in., 2015) [Schmitt i in., 2014]

nia wartosci estymatora rrcov /CovMcd/

Miara odlegtosci dla elementéw
zbioru X, wykorzystywana w ra-
mach algorytmu

kwadrat odlegtos¢ Mahalanobisa

2
d]\/ID,i

kwadrat odlegtosé punktu od hi-
perplaszczyzny d%’i

Podzbiér zbioru X, bedacy pod-
stawa wyznaczania warto$ci es-
tymatora

h-elementowy podzbioér, dla kté-
rego probkowa macierz kowa-
riancji ma minimalny wyznacz-

nik: |3

h-elementowy podzbiér dla kté-
rego wartos¢ wskaznika inkon-
gruencji jest minimalna: T(H*)

Skonczonoprobkowy punkt zata-
mania estymatora

n—h+1 1 [n—p+I

n < n L 2 J
gdzie
n — liczebno$¢ proby, p — wymiar
przestrzeni

n—h+1

N

1 n—p+1
n n L 2 J

gdzie

n — liczebno$¢ proby, p — wymiar
przestrzeni

Ztozonosé obliczeniowa algoryt-
mu (dla kazdego kolejnego p + 1
elementowego zbioru poczatko-
wego, sposréd My rozpatry-
wanych)

FastMCD: O(p® + np?)

FastPCS: O(p® + np)

Mozliwo$¢é ponownego wazenia
(reweighting)

system wag jako funkcja kwa-
dratéw odleglosci Mahalanobi-
sa, przy wartosciach oszacowan
SWyjSciowego” estymatora

system wag jako funkcja kwa-
dratéow odleglosci Mahalanobi-
sa, przy wartosciach oszacowan
SWyjSciowego” estymatora

Inne

mniejszy wplyw stopnia koncen-
tracji obserwacji odstajacych, na
wynik dzialania algorytmu

Tabela 1: Sumaryczne poréwnanie estymatoréw MCD i PCS (opracowanie wlasne)

6 Przyklad empiryczny zastosowania odpornych estymato-
row rozrzutu MCD i PCS — odporna analiza portfelowa

W celu praktycznego rozwiazania probleméw optymalizacyjnych w ramach analizy portfelowe;j
wykorzystuje si¢ oszacowania parametréw odpowiedniego wielowymiarowego rozktadu stép zwrotu.
W ramach odpornej analizy portfelowej postuluje sie zastgpienie klasycznych estymatoréw para-
metréow ich odpornymi odpowiednikami, w celu przeciwdziatania znaczacym odstepstwom wartosci
oszacowan od prawdziwych wartosci parametrow, wywolywanym wystepowaniem odstajacych re-

alizacji stop zwrotu.
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Za parametry w funkcji kryterium, optymalizowanej w ramach analizy portfelowej podstawiane sa
punktowe oszacowania parametréw wartosci oczekiwanych stép zwrotu oraz ich macierzy kowa-
riancji (estymatory klasyczne badZ odporne), ktére obarczone sa niepewnoscia.

Ze wzgledu na wspomniana niepewnos¢ wnioskowania o parametrach, nawet niewielkie odchylenia
oszacowan od nieznanych prawdziwych parametrow moga skutkowaé dosy¢ odmiennymi rozwiaza-
niami probleméw optymalizacyjnych w ramach analizy portfelowej.

Poniewaz wplyw na wyniki optymalizacji (uzyskana strukture wag portfela) w relacji do stopnia
zmiennosSci zwigzanej z niepewnoscig w przypadku oszacowan wektora oczekiwanych stép zwrotu
jest wiekszy niz ma to miejsce w przypadku oszacowan macierzy kowariancji [Pfaff, 2012} s. 160],
w ramach odpornych technik analizy portfelowej, przyjeto sie, zeby bezposrednio uwzgledniaé¢ nie-
pewnoéé¢ oszacowan wektora wartosSci oczekiwanych, przy jednoczesnym traktowaniu parametru
kowariancji jako ustalonego na poziomie oszacowania punktowego.

Problem optymalizacyjny w ramach poszukiwania portfela o minimalnej zmiennoéci, nie wyko-
rzystuje w swej konstrukcji parametréw oczekiwanej stopy zwrotu, a jedynie parametry sktadowe
macierzy kowariancji, co pozwala na unikniecie koniecznosci rozwazania niepewnosci oraz umoz-
liwia bardziej bezposrednia ocene wplywu przyjetego estymatora macierzy kowariancji na wyniki
analizy portfelowej.

W przypadku problemu poszukiwania portfela o minimalnej zmiennosci, warunkowej minimali-
zacji (zalozenie braku dZwigni finansowej oraz braku mozliwosci zajmowania krétkich pozycji na
instrumentach sktadowych portfela) podlega nastepujaca funkcja kryterium:

N — — /
nin op = o(w) =vVwEw (36)
pod warunkiem
1'w=1AwW>0 (37)

przy czym w jest poszukiwanym p-wymiarowym wektorem kolumnowym wag, 3 jest macierzg ko-
wariancji (w praktycznej analizie zastepowany wybranym jej oszacowaniem), 1 jest p-wymiarowym
wektorem kolumnowym ztozonym z jedynek

Innym przyktadem problemu optymalizacyjnego w ramach analizy portfelowej, ktory wykorzystuje
w funkeji kryterium wylacznie parametry z macierzy kowariancji jest portfel ERC (Equal Risk
Contribution).

W portfelu ERC strukture wag okresla sie w taki sposob, aby krancowy udzial w ryzyku portfela
(mierzonego jego zmiennoscig op = vVw/Xw) dla kazdego instrumentu skladowego portfela byt

réwny.
. 9a(w)
Bwi ’

Krahcowy wklad i-tej sktadowej portfela w jego taczne ryzyko wyraza sie jako o;(w) = w;
2
) wiUiJrZ, L Wioij

gdzie gi(lj‘f:’) = = (éf) 7Y

stop zwrotu, natomiast o;; to element na przecigciu i-tego wiersza i j-tej kolumny tej macierzy.

Jako, ze funkcja o(w) wyrazajaca ryzyko (zmiennosé) portfela op, jest funkcja jednorodna w
P 2

stopniu 1, stad na mocy twierdzenia Eulera op = o(w) = > o;(w) = > w; - agy), czyli laczne
i=1 i=1 ‘

ryzyko portfela mozna wyrazi¢ jako sume iloczynéw pochodnych czastkowych wzgledem kolejnych

: 9o (w) s . . ) , .

zmiennych 5w, Przez wartosci tych zmiennych w;, co odpowiada sumie krancowych wktadéw

poszczegblnych instrumentéw sktadowych portfela w jego zmiennosé.

W przypadku portfela ERC jednym z mozliwych sposobéw wyrazenia problemu optymalizacyj-

nego z warunkami ograniczajacymi (zalozenie braku mozliwosci zajmowania pozycji krétkich na

aktywach portfela) jest:

P 2

; 1

min <UZ(W) - ) (38)
werr =\ o(w) p

oraz o2 jest i-tym elementem diagonalnym macierzy kowariancji

pod warunkiem
'w=1Aw>0 (39)

Zasadnym krokiem w ramach analizy portfelowej jest uwzglednienie wplywu na rozktad stép zwro-
tu, ich realizacji w najblizszej przesztosci, co prowadzi do dynamicznej analizy portfelowe;j.
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W dynamicznej analizie portfelowej zakladajacej codzienny rebalancm bardzo waznym aspek-
tem jest trafne oszacowanie i prognozowanie warunkowej kowariancji. Jako alternatywe dla pa-
rametrycznych modeli MGARCH czy MSV (szerokie oméwienie tych klas modeli zawiera pra-
ca [Pajor, 2010]), zaproponowano nieparametryczne ruchome estymatory warunkowej kowariancji
[Fleming i in., 2001} [Pooter 1 in., 2008].

W przypadku wykorzystania danych dziennych wskazuje si¢ nastepujaca konstrukcje ruchomego
estymatora macierzy kowariancji warunkowej wzgledem przesztosci procesu:

S; = exp(—a)S;_1 + aexp(—a)r,_ir;_, (40)

przy czym
e S; — oszacowanie dziennej macierzy kowariancji warunkowej w dniu sesyjnym ¢
e o — parametr zanikania (decay rate),

e r; — dzienna stopa zwrotu w dniu sesyjnym ¢, rozumiana jako logarytmiczny przyrost pomie-
dzy cenami na zamkniecie w dniu ¢ oraz t — 1

Analizy |[Barndorff-Nielsen, Shephard, 2004] pokazuja, ze bardziej efektywne prognozy warunko-
wej kowariancji uzyskuje sie, wykorzystujac w ich konstrukcji macierz zrealizowanej kowariancji
wyznaczona w oparciu o wewnatrzdzienne stopy zwrotu:

St = exp(—)Si—1 + aexp(—a) (Viet + me-17,_,) (41)

przy czym
e V; — macierz zrealizowanej kowariancji (ez post) w dniu sesyjnym ¢

e 71— stopa zwrotu ,przez noc” (overnight), tzn. logarytmiczny przyrost pomiedzy cena na
otwarcie w dniu ¢ a cena na zamkniecie w dniu ¢t — 1

e pozostale symbole rozumiane sa jak wyzej

Wartos$¢ parametru zanikania o mozna dobra¢ arbitralnie badZ tez mozna dokonaé jego estymacji
za pomocyg metody quasi-MNW, przy zalozeniu r, = S;e¢, {&:} ~ 4id(0,1,). Inna propozycje
procedury doboru parametru « przedstawiono w pracy [Fleming i in., 2003].

Przedstawiony model ruchomego estymatora warunkowej kowariancji, mozna rozpatrywaé jako
MGARCH z ograniczeniami nalozonymi na parametry. W ramach analiz [Fleming i in., 2003] po-
kazano, ze pomimo, iz model MGARCH daje lepsze dopasowanie do danych, zastosowanie rucho-
mego oszacowania warunkowej kowariancji daje lepsze wyniki finansowe w analizie portfelowej,
co przypisuje sie bardziej gtadkiemu przebiegowi w czasie tak szacowanej macierzy warunkowej
kowariancji.

Przyjmujac, ze przedzial [0, 1] odpowiada przedziatowi czasowemu dla pierwszego rozwazanego dnia
sesyjnego, dla t-tego dnia sesyjnego jest to odpowiednio przedzial [t — 1,¢], macierz zrealizowanej
kowariancji RCovy A definiuje si¢ z wykorzystaniem wewnatrzdziennych stép zwrotu za podokresy
o dhugosci A, przy czym A < 1, stad kazdy t-ty dzien sesyjny obejmuje L%J podokreséw oraz
zwiazanych z nimi wewnatrzdziennych stép zwrotu.

Miernik zrealizowanej kowariancji RCov (ang. Realized Covariation) wyraza sie nastepujaco:

t-[1/A]
RCovia = Z ri,Ar;yA (42)
i=(t—1)-|1/A]+1
przy czym

e RCov; A — zrealizowana kowariancja w dniu sesyjnym ¢

e r; o — wewnatrzdzienna logarytmiczna stopa zwrotu za i-ty okres o dlugodci A , gdzie i =
(t—1)-|11/A|+1,...,t-|1/A], przebiega indeksy wewnatrzdziennych stép zwrotu w ramach
t-tego dnia sesyjnego

5 Wybér optymalnych wag portfela w oparciu o parametry rozkladu warunkowego wzgledem przeszlosci, w
kazdym kolejnym dniu sesyjnym.
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W przypadku wykorzystania wewnatrzdziennych stép zwrotu 1-, 5—, 10—, 15— minutowych, przyj-
mujac, ze mamy do czynienia z akcjami notowanymi w systemie ciggtym na GPW, liczba okreséw
[1/A] w ramach pojedynczego dnia sesyjnego wynosi odpowiednio: 480, 96, 48, 32.

Niemniej jednak miernik RCov; A nie jest odporny na wystepowanie addytywnych skokéw nakta-
dajacych sie na proces ksztaltujacy ceny rozwazanych aktywéw.

Whplyw skokéw na ksztaltowanie sie¢ miernikdéw zrealizowanej kowariancji, mozna rozwazy¢ przyj-
mujac, ze dynamike logarytmoéw cen instrumentu opisuje p-wymiarowy proces dyfuzyjny ze skokami
o skoficzonej aktywnosci BSMFAJ (Brownian Semimartingale with Finite Activity Jumps), zadany
przez:

dp(s) = p(s)ds + Q2(s) dW(s) + K(s) dq(s) (43)

przy czym
e {P(s)},50 — p-Wymiarowy proces z czasem ciggltym s > 0
e p(s) — p-wymiarowy wektor wartosci logarytméw cen instrumentéw w momencie s

e (s)ds — p-wymiarowa deterministyczna sktadowa procesu, opisujaca dynamike oczekiwanej
wartoéci logarytmow cen instrumentéw

o Q(s) dW (s) — p-wymiarowa stochastyczna skladowa procesu opisujaca dynamike zmiennosci

o (W

)d
(s)}s>0 — p-wymiarowy standardowy proces Wienera
e Q(s) — zmiennoéé¢ chwilowa (spot volatility) w momencie s (macierz p x p)
) =
)d

o 3(s) = Q(s)Q'(s) — chwilowa macierz kowariancji w momencie s (macierz klasy PDS(p))

e K(s)dg(s) — sktadowa obejmujaca addytywny p-wymiarowy proces skokéw

e {qa(s)},> — proces liczacy dla skok6w ze skoticzona aktywnoscia (finite activity jumps) zadany
przez p-wymiarowy proces Poissona

e K(s) — macierz o wymiarach p X p, opisujaca poziom natezenia skokéw oraz sposéb transmisji
ich wplywu pomiedzy poszczeglnymi wymiarami procesu w momencie s

W przypadku pominiecia skladowej zwiazanej z dzialaniem skokéw, tzn. {K(s) = 0}5207 proces
BSMFAJ sprowadza sie¢ do procesu BSM (Brownian Semimartingale). Przyklad zastosowania pro-
ceséw dyfuzyjnych ze skokami w ekonometrii finansowej wraz z opisem procedury bayesowskiego
wnioskowania o ich parametrach mozna znalezé w pracy [Kostrzewski, 2014].

Zintegrowana macierz kowariancji ICovyg 1) procesu, dla przedziatu [0, 1], bedaca miernikiem po-
ziomu zmiennoéci w ramach (pierwszego rozpatrywanego) dnia sesyjnego, definiuje si¢ jako:

1
ICov(o 1 :/ 3(s)ds (44)
0

Logarytmiczne stopy zwrotu za okres A, mozna rozwazaé jako dyskretne przyrosty w ramach
rozwazanego procesu z czasem ciggltym, generujacego logarytmy cen:

ria =p(A) —p((—1)A) (45)

W przypadku krotkich okreséw A dla uproszczenia ignoruje sie cze$¢ procesu dyfuzyjnego zwiazang
. . L . A . ]

ze $rednia, przyjmujac, ze f(i—l)A wu(s)ds =~ 0, stad w przypadku braku wystepowania skokéw w

rozwazanym przedziale czasowym o diugosci A przyjmuje sig, ze E (r; o) = 0.

Macierz kowariancji zrealizowanej RCov; o dla t = 1, w przypadku procesu BSMFAJ, nie jest

zgodnym estymatorem macierzy zintegrowanej kowariancji ICov(g 1}, gdyz:

J
plimy _oRCovya =ICovig 1 + Y Kk, (46)

j=1
przy czym j to indeks liczacy kolejne wystapienia skokow w dowolnym wymiarze addytywnego
p-wymiarowego procesu skokéw na przedziale czasowym [0, 1], ponadto p-wymiarowy wektor &;
mierzy wplyw j-tego skoku na rozwazany p-wymiarowy proces logarytmoéw cen, natomiast taczna
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liczbe wystapien skokéw w przedziale czasowym [0, 1] w dowolnym z wymiaréw addytywnego pro-
cesu skokéw wyznacza sie jako: J = [§dg*(s), gdzie ¢*(s) = 1’q(s), natomiast 1 to p-wymiarowy
wektor kolumnowy jedynek

[Boudt i in., 2011] zaproponowali odporny na wystepowanie skokéw (rozpatrywanych jako wielowy-
miarowe obserwacje odstajace) miernik kowariancji zrealizowanej ROWCov (ang. Realized Outly-
ingness Weighted Covariation), umozliwiajacy przy zalozeniu procesu BSMFAJ, zgodna estymacje
warto$ci zintegrowanej macierzy kowariancji ICov, dla kolejnych dni sesyjnych.

ROWCov wykorzystuje w swej pierwotnej konstrukcji odporny estymator wielowymiarowego roz-
rzutu MCD, niemniej jednak jako jego alternatywe mozna takze zastosowac¢ estymator PCS. War-
tos¢ miernika ROWCov wyznacza sie jako sume wazong wewnatrzdziennych logarytmicznych stép
zwrotu, dla ktérych wagi przypisywane sa z wykorzystaniem odlegloséci Mahalanobisa (bedacej
miernikiem stopnia odstawania obserwacji), wykorzystujacej odporne oszacowanie rozrzutu okre-
sowych (wewnatrzdziennych) stép zwrotu w ramach tzw. lokalnego okna.

W ramach procedury tworzenia miernika ROWCov dokonuje sie podzialu dziedziny czasu na lokalne
okna o dlugosci A (przy czym A < 1 oraz A > A), w ramach ktérych to przedzialéw czasowych
zaklada sie staly poziom (brak znaczacych zmian) zmiennosci chwilowej, a tym samym kowariancji
chwilowej, tzn. Q(s) = Q((I — 1)A), dla s € [(I — 1A, IN), | € Z, stad tez dla tego przedzialu
3(s) = 3((I — 1)A), dla uproszczenia przyjmuje sie oznaczenie 3; = 3X((I — 1)A).

W ramach lokalnego okna mozna wyrézni¢ L%J podokreséw o dhugosci A. Zbior indeksow stop
zwrotu z okreséw o dlugodci A, nalezacych do tego samego okna lokalnego co stopa zwrotu r; o
wyraza si¢ jako N; = {j = (I — 1) L%J +1,...,1 L%J 1= {%H

I tak wartos¢ odpornego estymatora rozrzutu MCD albo PCS ﬁl, bedaca szacunkiem chwilowej
macierzy kowariancji w [-tym lokalnym oknie, ktére obejmuje stope r; A, czyli I = {%L wyznacza
si¢ w oparciu o standaryzowane ze wzgledu na diugosc¢ okresu A stopy zwrotu rj A - A‘é, 7 EN;.
Przy okreslaniu odlegtosci Mahalanobisa wzgledem p-wymiarowego wektora zer dla stopy zwrotu
r; A, wykorzystuje sie¢ wartos¢ odpornego estymatora rozrzutu, dla lokalnego okna | = {%L do
ktorego przynalezy i-ta okresowa stopa zwrotu: ii,AA = EZA.

Kwadrat odleglosci Mahalanobisa pomiedzy r; o a wektorem zerowym, przy macierzy kowariancji

stép zwrotu za okres A, wyrazonej przez X; oA, dany jest nastepujaco:

r; AE;AI'L A

A
Tak zdefiniowane kwadraty odleglosci df’ A Delnig role argumentu dla funkeji wag.
Jako funkcje wag w : Ry — R, przyjmuje si¢ funkcje ciagla, dla ktérej wartosci w(z)z sa ograni-
czone.
Przykladem takiej funkcji jest funkcja wagowa Hard Rejection (HR):

din = (47)

wpr(z) =1(z < k) (48)

gdzie I jest funkcja wskaznikowa
oraz funkcja wagowa Soft Rejection (SR):

wsgr(z) = min {1, IZ} (49)

gdzie 0 < k < oo jest ustalonym parametrem.

Przy zalozeniu, ze logarytmy cen instrumentow generowane sg przez p-wymiarowy proces BSM,
di A ma rozklad chi-kwadrat z p stopniami swobody, wtedy za wartos¢ k, przyjmuje sie warto$é
kwantyla 1 — 8 (czestym wyborem jest 8 = 0,001 albo 0,005) wspomnianego rozkladu.

Po wyborze funkcji wagowej warto$¢ miernika ROWCov; A dla t-tego dnia sesyjnego, wyznacza si¢
nastepujaco:

t-[1/A]
ROWCov; A = cy Z w(dz‘z,A)ri,Ar;',A (50)
i=(t—1)-|1/A]+1
przy czym

e r; A — wewnatrzdzienna logarytmiczna stopa zwrotu za i-ty okres o dlugosci A
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) w(df A) — waga odpowiadajaca i-tej stopie zwrotu, ktérej wartos¢ wyznaczana jest w oparciu
o kwadrat odleglo$ci Mahalanobisa wektora

® ¢y = m — poprawka na zgodnosé ROWCov jako estymatora ICov dla dnia sesyjnego,
w przypadku, gdy dynamike logarytméw cen opisuje proces BSM, gdzie p jest wymiarem
procesu, a z jest zmienna losowa o rozkladzie chi-kwadrat z p stopniami swobody

Nalezy nadmienié¢, iz ROWCov ma wlasnos$¢ afinicznej ekwiwariantnoséci (dowdd tej wlasnosei
mozna znalez¢ w pracy [Boudt i in., 2011]).

Do odpornej dynamicznej analizy portfelowej wybrano akcje trzech notowanych na GPW spétek
KGHM, PEKAO oraz PKOBP, ktére charakteryzowaly sie wysoka plynnoscia (mierzona przeciet-
nym czasem pomiedzy kolejnymi transakcjami). Jako zakres czasowy analizy przyjeto przedzial od
2.07.2014 do 5.11.2015, co odpowiada t € {0,1,...,7 = 340} (préba objela 341 dni sesyjne, w
zwiazku z brakiem danych dla stopy zwrotu ,przez noc” dla daty 4.07.2014).

Dane dzienn(ﬂ oraz dane transakcyjneﬂ dotyczace notowan przywotanych spétek pobrano z repo-
zytorium Domu Maklerskiego BOS SA.

Czestym wyborem w analizach jest przyjecie dlugosci lokalnego okna odpowiadajacej pojedyn-
czemu dniu sesyjnemu, tzn. A = 1 oraz dlugosci okresow A odpowiadajacych 1-, 5— 10— lub
15-minutowym okresom (dla notowan akcji GPW byloby to A réwne odpowiednio 1/480, 1/96,
1/48, 1/32). Biorac pod uwage plynno$é przyjetych do analizy akcji, zdecydowano sie przyjaé

A=1/32.
Podjeto sie budowy portfela o minimalnej zmiennosci z codziennym rebalancingiem, tzn. w celu
okreslenia struktury wag dla kazdego kolejnego dnia sesyjnego ¢t = 1,...,7T, w minimalizowanej

funkcji kryterium za macierz kowariancji przyjmuje sie dla t-tego dnia sesyjnego, prognoze doty-
czaca macierzy kowariancji warunkowej wzgledem przeszlosci procesu.

Do oszacowania i prognozowania warunkowej wzgledem przesztosci procesu macierzy kowarian-
cji Sy, przyjeto podejscie nieparametryczne wykorzystujace ruchomy estymator, przyjmujac za
V;, oparte na 15-minutowych stopach zwrotu (A = 1/32) mierniki kowariancji zrealizowanej
RCov¢ poraz ROWCov, A, bazujace na odpornych estymatorach rozrzutu MCD i PCS, przyj-
mujac lokalne okno A = 1 (dla przywotanych miernikéw przyjeto symbole ROWCOV?){ACD

ROWCov; §%):

oraz

S: = exp(—a)S;—1 + aexp(—a)(Vi_g + "7t—177;—1) (51)

Jak wczedniej wspominano 7;_1 to stopa zwrotu przez noc (overnight) w dniu sesyjnym ¢ — 1.

Im wyzsza warto$¢ parametru zanikania o tym wyzszy udziat w S; ostatnich pozioméw miernikéw
zrealizowanej kowariancji i mniej gltadki przebieg w czasie wartosci oszacowan warunkowej macierzy
kowariancji.

W pracy [Pooter 1 in., 2008] proponuje sie rozwazenie warto$ci parametru zanikania o = 0, 05, 0, 1
oraz 0, 2.

Jako rozwiazania problemu optymalizacyjnego uzyskuje si¢ wagi portfela (w tym przypadku tréj-
wymiarowe wektory wag —p = 3) dla kazdego kolejnego t-tego dnia sesyjnego, w zaleznosci od przy-
jetego za V;_ miernika zrealizowanej kowariancji RCov;_; n, ROWCov fﬁ oraz ROWCOVf?CLSA,
ktére oznaczane beda odpowiednio symbolami: wRCov, wlROWCov, MCD 1, o ROWCov, POS yyol
tory wag pochodzace z sekwencji rozwiazan probleméw optymalizacyjnych utworza odpowiednie
szeregi czasowe.

Stope zwrotu portfela w t-tym dniu sesyjnym wyznacza sie jako:

Rpy = (W) Ry (52)
przy czym

e R, - dzienna prosta stopa zwrotu w {-tym dniu sesyjnym dla portfela o strukturze wag w;",
gdzie w zaleznosci od portfela m zastepuje sie RCov, ROWCov — MCD albo ROWCov — PCS

e R; — wektor dziennych prostych stop zwrotu aktywéw portfela w dniu sesyjnym ¢

Shttp://bossa.pl/pub/ciagle/mstock/mstcgl.zip
"http://bossa.pl/index. jsp?layout=intraday&page=1&news_cat_id=875&dirpath=/mstock/cgl/
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W celu oceny poziomu zmiennosci portfeli w ramach tzw. backtestingu wyznacza sie wartosci odchy-
lenia standardowego stép zwrotu rozwazanych portfeli R%SOV, R%?WCOV* MED ray RE‘?WCOV*PC%
w przywolanym wczeéniej przedziale czasowym, z pomini@ciemypierwszych 30 dni sésyjnych (ze
wzgledu na konstrukcje ruchomego estymatora warunkowej kowariancji, ktéry potrzebuje tzw.
okresu ,zaplonu” <ang. burn-in period>), tzn. analiza objela dni sesyjne t = 31,...,340.
Ponadto wyznacza si¢ warto$ci pozostalych statystyk opisowych dla stép zwrotu rozwazanych
portfeli.

W celu poréwnania zachowania sie portfeli wykorzystujacych w konstrukeji prognoz odporne mier-
niki zrealizowanej kowariancji ROWCov (bazujace na MCD oraz PCS) z portfelem wykorzystuja-
cym w tym miejscu miernik RCov, wyznacza sie dla kolejnych dni sesyjnych nadwyzki stop zwrotu
dwdch pierwszych portfeli nad stopa zwrotu portfela ostatniego (odpowiadaja one stopom zwrotu
z inwestycji polegajacej na zajeciu pozycji dhugiej na poréwnywanym portfelu oraz pozycji krétkiej
na portfelu z wagami whov).

Dodatkowo w celu oceny trafnosci przewidywan dotyczacych warunkowej kowariancji oraz jej wpty-
wu na zmienno$¢ portfela (ktéra nie jest bezposrednio obserwowalna), wyznacza si¢ dla kazdego
t-tego dnia sesyjnego, zmiennos¢ portfeli wykorzystujac ocene ez post zrealizowanej kowariancji:

Sdg’t =/ (Ww)'V,wi (53)

Dla kazdego t-tego dnia sesyjnego dla kazdego z trzech rozwazanych portfeli (tzn. o strukturach wag
whCov  ROWCov=MCD 1.5, ROWCov=PCS) * qokonuje sie pomiaru zmiennosci sd” z wykorzy-
staniem macierzy kowariancji zrealizowanej ex post przyjmujac za V; trzy jej warianty RCovy a,
ROWCOV??AC P oraz ROWCOVE 23, niezaleznie od tego ktéry typ miernika zostal wykorzystany
przy tworzeniu prognoz macierzy kowariancji warunkowej, bedacej podstawa wyznaczania wag.

We wszystkich powyzej wskazanych poréwnaniach zestawia si¢ dodatkowo wyniki dla portfela

z réwnymi wagami dla wszystkich instrumentéw: wi? = [4,% 1] . Dla stép zwrotu portfela z

réwnymi wagami przyjeto symbol R%,. e

Portfel o minimalnej zmiennosci

Sekwencyjna analize dla portfela o minimalnej zmiennosci, wykonano dla trzech wartosci parametru
a = 0,05, 0,1 oraz 0,2, dla ruchomego oszacowania macierzy kowariancji warunkowej. W kazdej
z powyzszych prob, dla wykorzystywanych w konstrukcji ROWCov estymatoréw odpornych MCD
i PCS, przyjmujac, ze parametrh = |v - (#N;)], gdzie #N; jest moca zbioru N; (obejmujacego
indeksy okresowych stép zwrotu w tym samym oknie lokalnym co r; o), rozwazono dwa poziomy
v = 0,5 oraz v = 0,75. Jako funkcje wagowa uzywana przy okreslaniu wartosci ROWCov przyjeto
funkcje typu HR (Hard Rejection), a parametr k ustalono, jako warto$é kwantyla 1 — 3 rozkladu
chi-kwadrat z p = 3 stopniami swobody, przyjmujac 3 = 0,001.

W ramach tworzenia kodu w jezyku R umozliwiajacego implementacje przyjetej procedury budowy
portfeli o minimalnej zmiennoéci korzystano z funkcji nastepujacych pakietéw:

xts — [Ryan, Ulrich, 2011], highfrequency (funkcje rCov, rOWCov) — [Boudt 1 in., 2012], fPortfolio
(funkcja minvariancePortfolio) — [Wiirtz i in., 2009).

Dla kazdej z trzech rozwazanych warto$ci parametru zanikania «, wyniki dotyczace portfela mi-
nimalnej zmiennosci uzyskane dla ruchomego oszacowania warunkowej kowariancji byly bardzo
zblizone. Nieznacznie lepsze wyniki uzyskiwano przyjmujac w ramach konstrukeji miernika ROW-
Cov, dla estymatora MCD oraz PCS warto$¢ parametru h = |0,75 - (#N;)].

W zwiazku z powyzszymi ustaleniami, zgodnie z arbitralng decyzja, zaprezentowane zostana wy-
niki dla konfiguracji « = 0,05 i h = |0,75- (#N;)], odnoszace sie do wyrazonych procentowo
(zwielokrotnionych 100-krotnie) stép zwrotu portfela oraz zmiennosci portfela.

W celu oceny jakosci konstruowanych sekwencyjnie portfeli, dla ktérych warunkowej minimalizacji
ze wzgledu na wartosci wag podlega funkcja opisujaca zmienno$¢ stép zwrotu portfela, mierzo-
na odchyleniem standardowym, jednym z gléwnych aspektéw jest zbadanie poziomu zmiennosci
stop zwrotu w prébie w ramach backtestingu. Dokonuje sie tego poprzez wyznaczenie odchylenia
standardowego dla stép zwrotu portfela zaobserwowanych w prébie obejmujacej zakres czasowy
backtestingu. Wazne uzupelnienie tej oceny, polega na wyznaczeniu dla kazdego dnia sesyjnego
miary zmiennosci indukowanej przez wagi portfela oraz okreslony ez post poziom kowariancji zre-
alizowanej, wyznaczonej w oparciu o wewnatrzdzienne stopy zwrotu skladowych portfela, ktorej
miernikiem jest na przyklad RCov, czy tez jego odporny odpowiednik ROWCov. Zmiennosé port-
fela w ujeciu dziennym nie jest bezposrednio obserwowalna, tym samym poziom zmienno$ci zre-
alizowanej sd’ﬁt indukowany przez mierniki kowariancji zrealizowanej dla kolejnych dni sesyjnych,
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umozliwia badanie jego zmian w ujeciu dynamicznym. Sumaryczna informacje o zmiennosci port-
fela sdp, mozna uzyskaé¢ poprzez wyznaczenie dla niej statystyk opisowych w ramach przyjetego
przedzialu czasowego (domyslnie takiego samego jak w ramach backtestingu).

W backtestingu dla dni sesyjnych ¢ = 31, ..., 340 odchylenie standardowe stop zwrotu portfeli, dla

ktérych przyjeto szeregi wag wiCov, wROWCov=MCD " ROWCov=PCS (15, we  przedstawiato sie
nastepujaco:
m RCov ROWCov- ROWCov-PCS | eq
MCD
odchylenie standardowe | 1.3914 1.3893 1.3849 1.4350
dla préby Rp,, t =
31,...,340

Tabela 2: Odchylenie standardowe stép zwrotu portfeli minimalnej zmiennosci (opracowanie wla-
sne)

Warto$é odchylenia standardowego wyznaczonego w prébie dla stép zwrotu portfeli (uzyskanych
poprzez optymalizacje wag w ramach problemu portfela o minimalnej zmiennosci), bylo zblizone
niezaleznie od tego czy w konstrukeji prognozy warunkowej kowariancji wykorzystano miar¢ RCov
(odchylenie standardowe portfela wyniosto 1,3914), czy jej odporne odpowiedniki ROWCov-MCD
i ROWCov-PCS (odchylenie standardowe odpowiednio 1,3893 i 1,3849). Biorac pod uwage wyniki
backtestingu, wptyw wspomnianych odpornych odpowiednikéw na zmniejszenie poziomu zmiennosci
wartosci portfela mozna uznaé¢ za marginalny, jednoczesnie zaobserwowany poziom zmiennosci
portfeli minimalnego ryzyka byl zauwazalnie nizszy od tego dla portfela z réwnymi wagami.

Statystyki opisowe dla stép zwrotu portfeli z wagami wiCov, wROWCov=MCD ' ROWCov=FPCS 1.5

wi? (t =31,...,340), przedstawialy si¢ nastepujaco:

m R, Rp, Rp,Q1 | Rp,Q3 | Rp,min | Rp, Rp,
Srednia mediana max rozstep
arytm.

RCov -0.0890 -0.0863 -0.8530 | 0.7852 -6.2455 | 3.9933 10.2388

ROWCov-MCD | -0.0931 -0.0882 -0.8519 | 0.7462 -6.4611 | 3.9850 10.4461

ROWCov-PCS -0.0908 -0.0904 -0.8616 | 0.7601 -6.0896 | 3.9753 10.0649

eq -0.0660 -0.0248 -0.8601 | 0.7891 -6.6375 | 4.7572 11.3947

Tabela 3: Statystyki opisowe st6p zwrotu portfeli minimalnej zmiennosci (opracowanie wlasne)

W rozwazanym przypadku maksymalizacja oczekiwanej stopy zwrotu portfela nie jest zadana w
ramach problemu optymalizacyjnego, co odzwierciedlito si¢ w umiarkowanie nizszych poziomach
érednich stép zwrotu portfeli z wagami wiOWCov— MCD | ROWCov=PCS 1.5, ROV (rednia war-
to$¢ stopy zwrotu portfeli odpowiednio na poziomie -0,0931, -0,0908 oraz -0,0890), wzgledem port-
fela o réwnych wagach wi?($rednia: -0,0660). Warto$¢ minimalna stopy zwrotu RF;SWCOV_PCS dla
portfela wykorzystujacego w konstrukeji prognoz ROWCov-PCS, jest wyzsza od odpowiednikow
w pozostalych portfelach, w tym zauwazalnie wyzsza w relacji do minimum R%',. Najnizszy roz-
step stop zwrotu zaobserwowano dla portfela z prognozami skonstruowanymi z wykorzystaniem
ROWCov-PCS.

Statystyki dotyczace miernikéw zrealizowanej zmiennodci portfela sdp, (mierniki te wyznaczo-
no z wykorzystaniem trzech miernikéw zrealizowanej kowariancji Vy: RCovy a, ROWCOV,‘:M AC =

ROWCovfgs), dla t = 31,...,340 przedstawialy sie¢ nastepujaco:

23



V, m sdp, sdp sdp, sdp, sdp, sdp, sdp,
(miernik zre- $rednia | mediana | Q1 Q3 min max rozstep
alizowanej arytm.
kowariancji ex
post)
RCov 1.0382 | 0.9734 0.7714 | 1.1865 | 0.3465 | 3.7506 | 3.4041
RC ROWCov- | 1.0369 | 0.9717 0.7773 | 1.1946 | 0.3471 | 3.8488 | 3.5017
ovt.a MCD
ROWCov- | 1.0392 | 0.9696 0.7755 | 1.1984 | 0.3468 | 3.6829 | 3.3361
PCS
eq 1.0363 | 0.9791 0.7752 | 1.2082 | 0.3516 | 3.9078 | 3.5562
RCov 0.9928 | 0.9446 0.7390 | 1.1509 | 0.3474 | 3.5836 | 3.2362
mcp | ROWCov- | 0.9921 | 0.9450 0.7342 | 1.1550 | 0.3480 | 3.6617 | 3.3137
ROWCov; A MCD
ROWCov- | 0.9936 | 0.9499 0.7335 | 1.1547 | 0.3477 | 3.5285 | 3.1808
PCS
eq 0.9899 | 0.9286 0.7415 | 1.1528 | 0.3526 | 3.7292 | 3.3766
RCov 1.0044 | 0.9508 0.7558 | 1.1656 | 0.3474 | 3.7602 | 3.4128
ROWCov- | 1.0037 | 0.9540 0.7553 | 1.1631 | 0.3480 | 3.8586 | 3.5106
PCS
ROWCov; x MCD
ROWCov- | 1.0053 | 0.9551 0.7489 | 1.1739 | 0.3477 | 3.6924 | 3.3447
PCS
eq 1.0024 | 0.9400 0.7522 | 1.1805 | 0.3526 | 3.9180 | 3.5654

Tabela 4: Mierniki zrealizowanej zmiennosci portfeli minimalnej zmiennosci (opracowanie wlasne)

Przecigtne poziomy zrealizowanej zmiennosci ex post zbudowanych portfeli (bez wzgledu na pod-
stawe okreélenia struktury wag: wiCov, ?OWCOV* MED W%DLOWCOV*PCS oraz w,?), byly wyzsze
(1,03-1,04), gdy podstawa wyznaczania miernika zmiennosci portfela byta macierz RCov, niz miato
to miejsce w przypadku zastosowania jej odpornych odpowiednikéw ROWCov-MCD (0,99) oraz
ROWCov-PCS (1,00-1,01).

Réznice w przecietnych poziomach zmiennosci zrealizowanej ex post — niezaleznie od rozwazanej
miary, sa dla portfeli o réznych strukturach wag bardzo niewielkie. Niekorzystnym wydaje sie by¢
fakt, iz przecietny poziom zrealizowanej zmiennosci portfeli ex post, ktére w problemie optyma-
lizacyjnym zakladaly minimalizacje ryzyka portfela (mierzonego w oparciu o prognozy warunko-
wej wzgledem przeszlodci kowariancji stop zwrotu) nie byl znaczacy nizszy niz ten dla portfeli
o réwnych wagach. Tylko w przypadku miernika zrealizowanej zmiennosci portfela opartego na
ROWCov-MCD, najnizszym $rednim jej poziomem charakteryzowatl sie portfel o strukturze wag
W?OWCOV* MED " dla ktérego prognozy warunkowej kowariancji (podstawiane jako oszacowania
parametréw w problemie optymalizacyjnym) wykorzystywaly w swej konstrukcji te sama miare
zrealizowanej kowariancji. Takze w tym przypadku réznica w rozwazanym poziomie zmiennosci
zrealizowanej wzgledem pozostatych portfeli byta znikoma.

Statystyki dotyczace nadwyzki stopy zwrotu R, zestawianego portfela nad stopa zwrotu portfela

o strukturze wag w; RCov 't = 31,...,340, przedstawiaja sie nastepujaco:

m Rp, - |Rp, —|Rp, —|Rp, —|Rp, —|Rp, —|Rp,
RRC’ov RRCov RRCOU RRCov RRCOU RRCov RRCOU
$rednia mediana | odch. Ql Q3 min max
arytm. stand.

ROWCov- | -0.0040 0.0017 0.0602 -0.0209 0.0213 -0.6301 0.2122

MCD

ROWCov- | -0.0017 0.0002 0.0440 -0.0203 0.0208 -0.2654 0.1559

PCS

eq 0.0230 0.0029 0.2491 -0.0608 0.0764 -0.9943 1.1772

Tabela 5: Statystyki nadwyzek stép zwrotu odpornych portfeli minimalnej zmiennosci (opracowanie
wlasne)
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Statystyki dotyczace ksztaltowania sie¢ wskaznika Giniego mierzacego nieréwnomiernosé rozktadu

wag portfela, w przedziale czasowym t = 31,...,340:

Struktura wag | Gini - | Gini - | Gini - | Gini - | Gini - | Gini - | Gini -

portfela wagi wagi wagi wagi wagi wagil wagi
Srednia | mediana | odch. Q1 Q3 min max
arytm. stand.

wheov 0.1056 0.0820 0.0670 0.0561 0.1398 0.0049 0.2709

wOWCov=MCEDI 5 1039 | 0.0826 | 0.0701 | 0.0516 | 0.1657 | 0.0047 | 0.2608

w OWOoTTOS 101081 | 0.0913 | 0.0705 | 0.0504 | 0.1564 | 0.0015 | 0.2638
thq 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Tabela 6: Wskazniki koncentracji rozkladu wag portfeli minimalnej zmiennosci (opracowanie wia-
sne)

Przecietny poziom koncentracji (nieréwnomiernosci) wag byt dla portfeli o strukturze wicov,

W?OWCOV* MED. WFOWCOV*PCS zblizony i niewielki, zawieral sie w przedziale 0,10-0,11 (medlany.
0,08-0,09). W przypadku portfela z réwnymi wagami w;?, w zwiazku z definicja wskaznika Giniego,
poziom nieréwno$ci jest niezmiennie zerowy.

Statystyki dotyczace ksztaltowania sie¢ poziomu koncentracji mierzonej wskaznikiem Giniego, do-
tyczacej krancowego wkladu poszcezegdlnych aktywow w taczne ryzyko portfela, wyrazane przez
s, = /(WP VW]

(za macierz zrealizowanej kowariancji ez post V, przyjeto RCovy a — ze wzgledu na podobienstwo
wynikow pomija sie prezentacje wymkow dla 'V, réwnego ROWCOVMCD, oraz ROWCOVPCS), w
przedziale czasowym t = 31,...,340:

Struktura wag | Gini - | Gini — | Gini - | Gini - | Gini - | Gini - | Gini -
portfela wktad w | wkltad w | wkiad w | wklad w | wklad w | wklad w | wklad w
ryzyko ryzyko ryzyko ryzyko ryzyko ryzyko ryzyko
Srednia | mediana | odch. Q1 Q3 min max
arytm. stand.
wheov 0.1955 0.1856 0.0971 0.1222 0.2552 0.0176 0.5718
ROWCOV— MEPT0.1950 | 0.1903 | 0.0970 | 0.1216 | 0.2583 | 0.0095 | 0.5744
ROWCOV POS 101991 | 0.1953 | 0.0991 | 0.1294 | 0.2650 | 0.0066 | 0.5756
wt 0.1442 0.1313 0.0802 0.0895 0.1883 0.0145 0.5758

Tabela 7: Wskazniki koncentracji wktadéw aktywéw w laczne ryzyko portfeli minimalnej (opraco-
wanie wlasne)

Przecietny poziom koncentracji krancowych wkladéw aktywéw w ryzyko portfela (indukowane
przez wagi portfela oraz zrealizowang macierz kowariancji RCovy ), byl zblizony dla portfeli opty-
malizowanych w kierunku minimalnej zmiennosci (tzn. o strukturze wag wiov wy ROWCov—MCD,
w?owco" PCS) i zawieral si¢ on w przedziale 0,19-0,20. Sredni pozmm koncentraql ryzyka tych
portfeli byl wyzszy w poréwnaniu do portfela o réwnych wagach w;?, dla ktérego wynidst 0,14.
Portfel ERC (Equal Risk Contribution)

W przypadku sekwencyjnej konstrukeji portfeli ERC problem optymalizacyjny sprowadza sie do
okredlenia przy odpowiednich ograniczeniach wag w taki sposéb, aby krancowy udzial kazdej skta-
dowej portfela w jego ryzyku byl (mozliwie jak najbardziej) réwny. Ryzyko portfela okreslone jest

przez op = o(w) = Vw'Xw, przy krancowym wkladzie i-tej skladowej portfela definiowanej przez
do(w
Bwi

oi(W) = wj - ), dla kazdego dnia sesyjnego parametr kowariancji zastepuje sie prognoza S
dotyczaca warunkowej wzgledem przeszlosci macierzy kowariancji.

Jako narzedzie prognoz wykorzystano ruchomy model warunkowej kowariancji. W celu dokona-
nia poréwnania wynikéw z tymi prezentowanymi wczeéniej dla portfela o minimalnej warian-
cji, przyjeto jako podstawe prognoz ten sam model. Dla przypomnienia parametr zanikania o
ustalono na poziomie 0,05, za V;_;, przyjmowano odpowiednio RCov;_; a, ROWCOV% ?ﬁ oraz
ROWCOVfﬁCi"S ‘A, W przypadku tych dwéch ostatnich przy wyznaczaniu ich wartosci wykorzystano es-
tymatory MCD i PCS z h = |0, 75 - (#N;) ], system wag HR z parametrem k = X%_ﬁ’p, 8 =0,001,
gdzie x?_ 5,p Oznacza kwantyl 1 — 0 rozkladu chi-kwadrat z p stopniami swobody. Wektory wag
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whCov (ROWCov=MOCD © 3 ROWCov=PCS qpowiadajgce rozwiazaniom problemu optymalizacyjne-

go, w ktérym przyjmowano za parametry kolejne prognozy warunkowej kowariancji oparte na
danym modelu, tworza szeregi czasowe.

W ramach tworzenia kodu w jezyku R umozliwiajacego implementacje przyjetej procedury budowy
portfeli ERC poza wczeéniej wymienianymi pakietami wykorzystano funkcje PERC pakietu FRAPO
— Pfaff, 2011.

W ramach badania jakosci tworzonych portfeli ERC, ciezar przenosi si¢ z oceny poziomu ich zmien-
nosci sd}’{t7 czyli ryzyka, na pomiar rownomiernosci krancowych wktadéw sktadowych portfela w to
ryzyko. Zaréwno ryzyko portfela jak i krancowy wklad w nie, dla kolejnych dni sesyjnych wyznacza
sie z wykorzystaniem wyznaczonej ex post (w oparciu o wewnatrzdzienne stopy zwrotu aktywéw)
macierzy zrealizowanej kowariancji (w wariancie RCov, ROWCov-MCD, ROWCov-PCS).
Pomiaru stopnia koncentracji (nieréwnoéci) krancowych wkladéw w ryzyko portfeli, dla kolejnych
dni sesyjnych dokonuje sie z wykorzystaniem wskaznika Giniego.

Analizag w tym wzgledzie, tak jak w poprzednim przypadku objeto przedzial czasowy t = 31, ..., 340.
Dodatkowo przywolane zostana podstawowe statystyki opisowe stép zwrotu portfelu w ramach
backtestingu.

W backtestingu dla dni sesyjnych ¢ = 31, ..., 340 odchylenie standardowe stép zwrotu portfeli ERC,
dla ktérych prazyjeto szeregi wag wiCoV, W?OWCOV* MED, W?OWCOV*PCS oraz wy!, przedstawialo
sie nastepujaco:

m RCov ROWCov- ROWCov-PCS | eq
MCD

odchylenie standardowe | 1.4162 1.4171 1.4136 1.4350

dla préby Rp,, t =

31,...,340

Tabela 8: Odchylenie standardowe stép zwrotu portfeli ERC (opracowanie wlasne)

Wartosé odchylenia standardowego wyznaczona dla stop zwrotu portfeli ERC w przedziale czaso-
wym objetym backtestingiem, ksztaltowala si¢ na bardzo zblizonym poziomie powyzej 1,41, ktéry
byl wyzszy niz w przypadku portfeli minimalnej zmiennosci — 1,38-1,39 (w przypadku portfeli
ERC problem optymalizacyjny nie obejmuje minimalizacji ich zmiennosci), a tym samym nizszy
niz takowy dla portfeli o rownych wagach — 1,44.

Zanim przejdzie si¢ do oméwienia stopnia koncentracji krancowych wktadéw w ryzyko portfeli
ERC, warto poddac ocenie stopienr koncentracji rozkladu wag.

Statystyki dotyczace ksztaltowania sie¢ wskaznika Giniego mierzacego nieréwnomiernosé rozktadu
wag portfeli ERC, w przedziale czasowym ¢ = 31, ..., 340:

Struktura wag | Gini - | Gini - | Gini - | Gini - | Gini - | Gini - | Gini -

portfela wagi wagi wagi wagi wagi wagi wagi
Srednia | mediana | odch. Q1 Q3 min max
arytm. stand.

wheov 0.0327 0.0267 0.0212 0.0182 0.0407 0.0017 0.0900

wOWCov=MCDI 0 0307 | 0.0262 | 0.0202 | 0.0164 | 0.0420 | 0.0017 | 0.0826
wpOWCv=PCS 170 0330 | 0.0299 | 0.0218 | 0.0162 | 0.0432 | 0.0004 | 0.0867
wil 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

Tabela 9: Wskazniki koncentracji rozktadu wag portfeli ERC (opracowanie wlasne)

Przecietny poziom nieréwnomiernosci rozktadu wag dla portfeli ERC byt bardzo niewielki — wartos¢
wskaznika Giniego réwna 0,03. Oznacza to, ze przecigtnie struktura portfela ERC byta zblizona do
portfela z réwnymi wagami. Nawet maksymalna odnotowana warto$¢ wskaznika Giniego dla wag
byta niewielka i wynosita 0,08-0,09.

Jak juz wspomniano giéwnym kryterium oceny jakosci zbudowanych portfeli ERC jest stopien
réwnomiernoéci krancowych wplywéw sktadowych portfela na jego taczne ryzyko, ktore to mier-
niki wyznaczane sg ex post dla kolejnych dni sesyjnych, w oparciu o trzy warianty kowariancji
zrealizowanej: RCov, ROWCov-MCD, ROWCov-PCS. Jego oceny dokonuje si¢ w oparciu o szeregi
czasowe wartosci wskaznikéw Giniego.
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Statystyki dotyczace ksztaltowania sie poziomu koncentracji mierzonej wskaznikiem Giniego, doty-
czacej krancowego wkladu poszczegdlnych aktywoéw w taczne ryzyko portfeli ERC, wyrazane przez
sdﬁt = /(W) V,wi"

(za macierz zrealizowanej kowariancji ez post V, przyjeto RCovy A — ze wzgledu na podobienstwo
wynikow pomija sie prezentacje wynikéw dla V; réwnego ROWCOV%’YIAC P oraz ROWCOVE gs), w

przedziale czasowym t = 31,...,340:

Struktura wag | Gini - | Gini - | Gini - | Gini - | Gini - | Gini - | Gini -

portfela wkiad w | wktad w | wklad w | wktad w | wklad w | wkltad w | wklad w
ryzyko ryzyko ryzyko ryzyko ryzyko ryzyko ryzyko
Srednia | mediana | odch. Q1 Q3 min max
arytm. stand.

wheov 0.1423 0.1319 0.0819 0.0865 0.1843 0.0050 0.5745

wOWCov=MCEDI 0 1418 | 0.1310 | 0.0806 | 0.0861 | 0.1875 | 0.0029 | 0.5753

wpOWCv=PES 170 1428 | 0.1314 | 0.0813 | 0.0881 | 0.1868 | 0.0067 | 0.5757

wy? 0.1442 0.1313 0.0802 0.0895 0.1883 0.0145 0.5758

Tabela 10: Wskazniki koncentracji wkladéw aktywéw w lczne ryzyko portfeli ERC (opracowanie
wlasne)

Dla portfeli ERC przecietny stopien nieréwnomiernosci wkladéw w ryzyko aktywow odzwierciedla-
jacy sie wartoscia wskaznika Giniego na poziomie 0,14 zdaje sie by¢ wysoki, tym bardziej, ze dla
tych portfeli problem optymalizacyjny, wykorzystujacy w swej konstrukcji prognozy warunkowej
kowariancji, zaklada minimalizacje odstepstw pomiedzy indywidualnymi udzialami w tacznym ry-
zyku portfela. Wspomniany poziom jest prawie identyczny z tym dla portfeli o réwnych wagach,
co ma zwiazek z ogdlna tendencja do réwnomiernego rozkladu wag w skonstruowanych portfelach
ERC. Maksymalna wartos¢ wskaznika Giniego dla wkladéw w ryzyko portfeli ERC, byla bardzo
wysoka i wynosita 0,57-0,58, przy gornym kwartylu na poziomie 0,18-0,19. Co prawda przecietny
poziom nieréwnomiernosci krancowych wktadéw w ryzyko portfeli ERC byt nizszy niz takowy dla
portfeli minimalnej zmiennosci — przecietna wartosé¢ wskaznika Giniego na poziomie 0,19-0,20.
Wyniki dla portfeli ERC zdaja sie by¢ niezadowalajace, bez wzgledu na to, ktére mierniki zrealizo-
wanej kowariancji wykorzystano w ramach konstrukeji prognoz warunkowej kowariancji — klasyczny
ROWCov, czy tez odporne ROWCov-MCD i ROWCov-PCS.

7 Podsumowanie

Biorac pod uwage wykonane analizy, wplyw zastosowania w ramach tworzenia prognoz warun-
kowej kowariancji, zamiast klasycznego miernika zrealizowanej kowariancji RCov, jego odpornych
odpowiednikéw ROWCov (ktére w swej konstrukeji wykorzystuja wartoséci odpornych estymatoréw
rozrzutu MCD oraz PCS dla wewnatrzdziennych stép zwrotu w ramach lokalnych okien), na popra-
we wynikéw konstruowanych portfeli okazal sie byé niewielki. Zaréwno w przypadku portfeli, dla
ktérych celem byto uzyskanie minimalnej zmiennosci (patrzac na warto$é odchylenia standardowe-
go stép zwrotu portfela w ramach backtestingu oraz ksztaltowanie sie poziom jego zrealizowanej
zmiennosci — ryzyka), jak tez portfeli ERC, w ktérych dazy sie do uzyskania identycznego wplywu
poszczegblnych aktywow na laczne ryzyko (patrzac na ksztaltowania sie poziom wskaznika Giniego
dla krancowych wkladéw w zrealizowane ryzyko portfela), zastosowanie podej$cia odpornego nie
dalo znaczacej poprawy wartosci najwazniejszych kryteriéw oceny w danej kategorii portfeli.
Niemniej jednak w niepublikowanych badaniach symulacyjnych autoréw z wykorzystaniem pakietu
R DepthProc [Kosiorowski, Zawadzki, 2016], w ktérych obserwacje odstajace wykrywane byly w
oparciu o odporny wariant funkcji gtebi Mahalanobisa (prébkowa macierz kowariancji zastepuje sie
odpornym estymatorem rozrzutu), zastosowanie estymatora PCS dawalo lepsze wyniki niz MCD.
W ramach dalszych badan autorzy planujg ocene mozliwosci zastosowania odpornych estymatoréw
rozrzutu w konstrukeji wielowymiarowych kart kontrolnych (m.in. karty 72 Hotellinga).
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